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Zusammenfassung: Das Modalmaf} nach Litz stellt eine
einfache Moglichkeit zur quantitativen Bewertung der Be-
obachtbarkeit eines Systems dar. Einen durch mehrfache
Eigenwerte verursachten Beobachtbarkeitsverlust zeigt es
jedoch mitunter nicht korrekt an. Vorliegender Beitrag
schldgt eine Erweiterung vor, welche dieses Problem be-
hebt. Im Weiteren wird gezeigt, dass sich das modifizier-
te Maf3 leicht auf die perspektivische Beobachtbarkeit er-
weitern ldsst. Die praktische Anwendbarkeit des erwei-
terten Maf3es wird anhand eines anschaulichen Beispiels
demonstriert.

Schliisselworter: Beobachbarkeitsmaf3, Modalmaf, per-
spektivische Beobachtbarkeit.

Abstract: The modal measure due to Litz is a simple
method for quantitatively assessing a system’s observabil-
ity. In some cases, however, it does not correctly reflect
the loss of observability caused by eigenvalues with mul-
tiplicities greater than one. The present contribution pro-
poses an extension that remedies this problem. It is fur-
thermore shown that this modified measure can easily be
extended to assess also a system’s perspective observabil-
ity. The practical applicability of the measure is demon-
strated in the course of an illustrative example.
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1 Einleitung

Dieser Beitrag befasst sich mit linearen zeitinvarianten
Systemen der Form

y = Cx. 6))

Dabei bezeichnen die reellwertigen Matrizen A € R und
C ¢ R™" die System- bzw. die Ausgangsmatrix. Die Vek-
toren x und y stellen den Zustands- resp. Ausgangsvektor
dar. Der Anfangszustand wird mit x, := x(t = 0) bezeich-
net.

Betrachtet werden Beobachtbarkeitseigenschaften
dieses Systems: einerseits die klassische Beobachtbarkeit
nach Kalman, andererseits die sogenannte perspektivi-
sche Beobachtbarkeit, die in [6] eingefiihrt wird. Letztere
ist, wie spater gezeigt wird, u.a. fiir Aufgaben aus der
Bildverarbeitung relevant. Fiir ihre formale Definition wer-
den die sogenannten homogenen Koordinaten [y] eines
Vektors y benétigt. Diese sind fiir von Null verschiedene
Vektoren y;, y, durch die Aquivalenzrelation

PEN Y1 _ Y2 (2)

Wl Tl

definiert. Kenntnis von [y]| bedeutet also Kenntnis der
Richtung des Vektors y, nicht aber seiner Lange.

[vi] = [y.]

Definition 1. Das System (1) heif3t perspektivisch beob-
achtbar, wenn aus Kenntnis des Funktionsverlaufs [y(t)]
auf einem endlichen Zeitintervall ¢ € [0, T] mit T > 0 der
Anfangszustand in homogenen Koordinaten [x, ] eindeu-
tig rekonstruierbar ist.
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Grob gesprochen bedeutet perspektivische Beobachtbar-
keit also Rekonstruierbarkeit der Richtung des Anfangszu-
stands aus der Richtung des Ausgangsvektors.

Zur Uberpriifung der Beobachtbarkeit dient u. a. das
Popov-Belevich-Hautus Kriterium. Nach diesem ist das
System (1) genau dann beobachtbar, wenn fiir alle Zahlen
A aus den Eigenwerten s,,.. ., s, der Systemmatrix A die
sogenannte Hautus-Matrix

€)

B = [/\E—A]

C

vollen Rang » aufweist. Dabei bezeichnet E die Einheits-
matrix. In [3] wird gezeigt, dass fiir die perspektivische Be-
obachtbarkeit der Rang einer dhnlich aufgebauten, soge-
nannten erweiterten Hautus-Matrix

(M,E - A)(L,E - A)

H,(,,1,) = A

(4)

fiir alle Paare A,, A, zweier Eigenwerte der Matrix A aus-
schlaggebend ist.

Diese Kriterien erlauben prinzipiell nur eine bindre
Aussage; eine quantitative Beurteilung der Eigenschaften,
d. h. eine Beantwortung der Frage, wie ,,gut* (perspekti-
visch) beobachtbar ein System ist, ist mit ihnen nicht mog-
lich. Letztere ist aber gerade fiir die Praxis von grofier
Bedeutung, z.B. wenn fiir ein gegebenes System aus ei-
ner Reihe von Sensorkonfigurationen die beste ausgewahlt
werden soll.

Dieses Problem, die Bewertung der Eigenschaften Be-
obachtbarkeit und perspektivische Beobachtbarkeit, ist Ge-
genstand des vorliegenden Beitrags. Im Falle der Beob-
achtbarkeit werden dazu in der Literatur verschiedene
Moglichkeiten in Form sogenannter Beobachtbarkeitsma-
Be bzw. Steuerbarkeitsmafle vorgeschlagen, siehe z. B. [14]
fiir einen Uberblick. Letztere lassen sich aufgrund der Dua-
litat der Eigenschaften unmittelbar auf die Beobachtbar-
keit {ibertragen.

Ein solches Maf ist das in [16] eingefiihrte Distanz-
maf. Dieses ist durch die Norm der kleinsten Stérung ge-
geben, die zu einem Beobachtbarkeitsverlust fiihrt, d. h.?

el

Y= min{ (A+6A, C+5C) nicht beob.}. (5)
SABC

2

1 Es bezeichnet M|, die Spektralnorm, d. h. den grofiten Singuldr-
wert der Matrix M.
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Es lasst sich durch Minimieren des kleinsten Singuldarwer-
tes der Matrix H, (A) beziiglich A ermitteln [5]. In [15] wird
zur Vermeidung numerischer Probleme bei der Uberprii-
fung der perspektivische Beobachtbarkeit eine geradlini-
ge Erweiterung dieses bereits sehr aufwandigen Optimie-
rungsproblems vorgeschlagen. Man erhilt dabei jedoch
kein DistanzmaS fiir die perspektivische Beobachtbarkeit;
fiir dieses ergibt sich eine noch deutlich kompliziertere
Optimierungsaufgabe [19].

Eine mogliche Alternative stellen sogenannte Modal-
mafle dar, welche die Moglichkeit zur getrennten Beurtei-
lung der Beobachtbarkeit einzelner Eigenwerte (Modi) der
Matrix A bieten. Im Vergleich zum Distanzmaf} zeichnen
sich diese in der Regel durch eine einfachere Berechnungs-
vorschrift aus. Damit sind sie besonders gut geeignet,
wenn z. B. im Rahmen von Parameterstudien unterschied-
liche Sensor- oder Aktuatorkonfigurationen miteinander
verglichen werden sollen, siehe z. B. [17, 18, 20, 21].

Beim Modalmaf3 nach Litz [12], welches auf einem Vor-
schlag von Liickel und Miiller [10] basiert, wird dazu das
Produkt von Ausgangsmatrix C und den Eigenvektoren
von A herangezogen. In der englischsprachigen Literatur
wird zu einem spateren Zeitpunkt ein ahnliches Maf3 von
Hamdan und Nayfeh [8] vorgeschlagen sowie u.a. auch
in [9, 11, 13] betrachtet. Seltener verwendet wird dagegen
ein Ansatz von Tarokh [23], der die Bewertung der Beob-
achtbarkeit anhand des Zihlers der Ubertragungsmatrix
vom Systemzustand zum Ausgang vorschldgt. Beide An-
sdtze lassen sich anhand der Modalform (Diagonalform)
des Systems anschaulich deuten. Sie weisen jedoch auch
Schwachstellen auf.

Bevor auf diese ndher eingegangen werden kann, wird
zundchst die Bedeutung der Begriffe Beobachtbarkeits-
mayfs und modales Beobachtbarkeitsmafs konkretisiert. Un-
ter ersterem wird im Rahmen dieses Beitrags Folgendes
verstanden (in der Literatur wird der Begriff mitunter libe-
raler verwendet):

Definition 2. Eine Funktion u(A, C) heift Beobachtbar-
keitsmaf3, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

1. Nichtnegativitdt: u(A,C) > 0

2. Konsistenz: (A, C) = 0 & (A, C) nicht beobachtbar
3. Stetigkeit: u(A, C) ist stetig in A, C.

Mitunter ist auBerdem die Invarianz des Maf3es unter be-
stimmten (z. B. orthogonalen) Zustandstransformationen
wiinschenswert. Obige Definition ist aus praktischer Sicht
verniinftig: Die Konsistenz garantiert, dass ein Verlust der
Beobachtbarkeit durch den Wert Null angezeigt wird, wah-
rend die Stetigkeit sicher stellt, dass der Ubergang zu Null
nicht sprunghaft erfolgen kann. Unter einem modalen Be-
obachtbarkeitsmaf3 wird Folgendes verstanden:
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Definition 3. Eine Funktion v, (A, C) heif3t modales Beob-

achtbarkeitsmaf3, wenn sie fiir Eigenwerte A von A, d.h.

fiir det(AE — A) = 0, folgende Bedingungen erfiillt:

1. Nichtnegativitdt: v, (A, C) > 0.

2. Konsistenz: v,(A,C) = 0 & rangH, (1) < n, d.h. der
Eigenwert A ist nicht beobachtbar.

3. Stetigkeit: v, (A, C) ist stetig in A, C, A.

Das Minimum
v(A,C) = mkin v, (A, C) (6)

eines Modalmafles beziiglich der Eigenwerte s, . ..
A ist damit ein Beobachtbarkeitsmaf3.

Die zuvor erwdhnten Schwachstellen der Maf3e nach
Litz bzw. Tarokh treten im Zusammenhang mit Systeme
mit mehrfachen Eigenwerten auf. Die Berechnung der bei-
den Mafe fiir solche Systeme wird zwar in [10] bzw. [23]
diskutiert, jedoch unter Verwendung von Fallunterschei-
dungen. Beim Ubergang von einfachen zu mehrfachen Ei-
genwerten sind die Mafie dadurch mitunter nicht stetig,
sodass es sich streng genommen nicht um Modalmafie im
Sinne von Definition 3 handelt. Formal ladsst sich dieser
Umstand zwar dadurch beheben, dass die Mafle nur fiir
Systeme mit einfachen Eigenwerten definiert werden; wie
anhand eines Beispiels eindrucksvoll gezeigt werden wird,
fiihrt dies aber nicht unbedingt zu sinnvollen Ergebnissen.

Motiviert durch diesen Umstand stellt der vorliegen-
de Beitrag zunéchst eine Erweiterung des Maf3es nach Litz
zu einem konsistenten und stetigen Modalmaf fiir die Be-
obachtbarkeit vor. AnschlieRend wird davon ausgehend
ein Modalmaf} fiir die perspektivische Beobachtbarkeit
vorgeschlagen. Dazu werden in Abschnitt 2 kurz die bei-
den erwdahnten Modalmafie ndher erlautert und anhand
eines Beispiels die diskutierten Schwachstellen gezeigt.
Anschlielend wird die genannte Erweiterung fiir die Be-
obachtbarkeit diskutiert. Wichtige Eigenschaften des vor-
geschlagenen Maf3es, insbesondere dessen nicht unmittel-
bar ersichtliche Stetigkeit, sowie eine Methode zu dessen
Abschdtzung bei ungenau bekannten Systemdaten wer-
den diskutiert. In Abschnitt 3 wird die Eigenschaft per-
spektivische Beobachtbarkeit anhand eines Beispiels ver-
anschaulicht und das bereits erwdhnte Kriterium fiir die
perspektivische Beobachtbarkeit erldutert. Dann wird ein
Modalmaf fiir diese Eigenschaft vorgestellt und dessen
Berechnung demonstriert. Abschnitt 4 schlie3lich gibt ei-
ne Zusammenfassung des Beitrags an.

, S, von
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2 Modales Beobachtbarkeitsmaf}

Es werden zunéchst zwei existierende Vorschriften zur Be-
rechnung von Maf3zahlen diskutiert. Dabei wird gezeigt,
dass diese Definition 3 prinzipbedingt nicht erfiillen kén-
nen. Anschlielend wird ein neues Maf} vorgeschlagen,
welches diese Schwachstellen nicht aufweist, und dessen
Berechnung anhand eines Beispiels demonstriert. Wichti-
ge Eigenschaften dieses Maf3es, u. a. Konsistenz und Ste-
tigkeit, werden gezeigt. Schliefllich wird im Rahmen eines
Beispiels die Moglichkeit zur Abschatzung des Maf3es bei
ungenau bekannten Systemdaten diskutiert.

2.1 Existierende Maf3zahlen

Zur Bewertung der Beobachtbarkeit des Eigenwertes A der
Matrix A mit zugehorigem Eigenvektor p schldgt Litzin [12]
folgende Maf3zahl vor:

HAT
CcC
A,0 =2 =2 miiQE-Ap=0. @
PP
Darin bezeichnet pH den konjugiert komplexen und trans-
ponierten Vektor p. Die von Tarokh in [23] vorgeschlagene

Maf3zahl ist durch

£,(A, C) = |C(AE - A)™" det(AE - A)|,
= [Cadi(AE - A)|, ®)

gegeben. Bei diesen Ausdriicken wird jeweils vorausge-
setzt, dass A einfache Eigenwerte besitzt; fiir die Vor-
gangsweise bei mehrfachen Eigenwerten sei auf [10]
bzw. [23] verwiesen.

Man kann folgenden Zusammenhang der beiden Ma-
f3e zeigen: Bezeichnen o, > 0, > ... > 0, = 0 die Singular-
werte der Matrix AE — A, so gilt

n-1
& =i []o- ©)
i=1

Die erwdhnten Schwachstellen der beiden Maf3e wer-
den anhand eines Beispiels demonstriert. Fiir das folgende
System mit zwei moglichen Ausgangsmatrizen C; und C,

A:[l 0

0 1+“], Cc,=[11], C=E (0

lauten die Eigenwerte s; = 1und s, = 1 + «; unter der Vor-
aussetzung « # 0 erhdlt man sowohl fiir C = C, als auch
fiir C = C, (!) die Maf3zahlen

=1

Ky,
&, = lal.

(11)
(12)

Ksl
ESI
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Fiir C = C, hat « offensichtlich einen Einfluss auf die Be-
obachtbarkeit, da (A, C,) fiir « = 0 nicht beobachtbar ist.
Dennoch sind die Maf3zahlen nach Litz unabhangig von «
und verschieden von Null! Deren konsistente Festlegung
fiir « = 0 fiihrt in diesem Fall somit zwangslaufig zu ei-
ner Unstetigkeit. Fiir C = C, ist der Zustand vollstdndig
messbar, sodass « keinen Einfluss auf die Beobachtbarkeit
hat. Fiir diesen Fall liefert das Maf3 nach Tarokh ein wider-
spriichliches Ergebnis, da es mit verschwindendem « ge-
gen Null strebt.

2.2 Modifiziertes Modalmaf

Nachfolgend wird eine Modifikation des Maf3es nach Litz
vorgeschlagen, die das gezeigte Problem behebt. Dazu
wird bei gegebenem Eigenwert A die Singularwertzerle-
gung

AE - A = UZV" = U diag (o) V" (13)

der Matrix AE — A betrachtet. Die in der Diagonalmatrix X
enthaltenen (geordneten) Singuldrwerte werden dabei mit
0, 20, >...2 0, = 0 bezeichnet. Die n x n Matrizen U
und V sind unitar.

Fiir die weiteren Betrachtungen werden die Spalten
der Matrix V

V= [V1 Vn] , (14)
benutzt. Insbesondere werden die Matrizen
P; = [Vi Vi Vn] > (15)

fiiri = 1,...,nbetrachtet, die sich aus den letztenn—i+1
Spalten von V ergeben. Da (zumindest) der letzte Singu-
larwert o, gleich Null ist, ist v,, (d. h. die einzige Spalte der
Matrix P,) ein Eigenvektor zum betrachteten Eigenwert A.
Mitunter gilt dies aber auch fiir weitere Spalten von V; ist A
ein mehrfacher Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit
g,sogilto, .., =... =0, =0, =0und die Spalten von
P,_,+1 spannen den g-dimensionalen Eigenraum zu A auf.
Istin diesem Fall die Matrix CP,,_,,, nicht spaltenregular,
gilt also Cp = 0 fiir eine Linearkombination p der Spalten
vonP,_.,, soist das System nicht beobachtbar. In einem

solchen Fall gilt ndmlich

H,(A)-p =0, (16)

d. h. die Matrix H,, weist einen Rangverlust auf.
Dadurch motiviert werden zur Beurteilung der Spal-
tenreguldritdt der Matrizen CP; (i = 1,...,n) die Zahlen
EEE— o.. (CP;,) rangP, <m
y; = Gmin(PzHCTCPi) — {Omm( 1) gk

sonst
a7
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eingefiihrt, wobei o, jeweils den kleinsten Singuldr-
wert der Matrix bezeichnet. Diese Zahlen y; weisen ein
zu den Singuldrwerten o, . . ., 0,, gegenldufiges Verhalten
auf. Erstere werden mit zunehmendem Index grof3er, wah-
rend letztere kleiner werden:

0,20,>...20,=0, (18a)

n

Omin(CTC) =y, <, <... <y, = \VHCICy,. (18b)

Anhand der vorangegangenen Uberlegungen ist klar, dass
der Eigenwert A genau dann nicht beobachtbar ist, d. h.
rang H, (1) < n, wenn es einen Index I gibt, fiir den
0; = y; = 0 gilt. Es wird daher

(A, C) = min \or + 9

als modifizierte Maf3zahl zur Bewertung der Beobachtbar-
keit des Eigenwertes A vorgeschlagen (o; und y, hdngen
hier klarerweise von A, C und A ab). Anhand der Unglei-
chung

19)

M (A, C) < (o2 +y2 =y, <|Cl, (20)

ist offensichtlich, dass diese Maf3zahl nach oben jedenfalls
durch die Spektralnorm ||C||, der Matrix C beschrénkt ist.
Dieser Umstand erlaubt es, den erhaltenen Zahlenwert
auf einer Skala zwischen nicht beobachtbarem (17 = 0) und
perfekt beobachtbarem System (1 = ||C||,) einzuordnen;
letzterer Fall liegt z. B. fiir C = E, d. h. bei Messung aller
Zustandsgréfen vor.

Unter der Voraussetzung einfacher Eigenwerte ist y,
gleich der Wurzel des urspriinglichen Mafies /. Man er-
kennt dies anhand von (18b) unter Beriicksichtigung der
Tatsache, dass v,, ein Eigenvektor zum Eigenwert A mit
vi'v, = 1ist. Damit hangt das modifizierte Ma8 77, mit der
urspriinglichen Maf3zahl «, iiber die Ungleichung?

S VR (21)
zusammen, wobei Gleichheit gilt, wenn das Minimum in
(19) fiir I = n angenommen wird.

2 Die hier auftretende Wurzel ist in Relation (19) bedingt; deren Ein-
fiihrung hat den kosmetischen Grund, dass eine Verdopplung der
Ausgangsmatrix C so zu einer Verdopplung des Maf3es fiihrt, anstatt
wie beim urspriinglichen Maf} zu einer Vervierfachung.
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2.3 Beispiel

Es wird erneut das System mit den in (10) angegebenen
Daten betrachtet. Fiir den Eigenwert s, = 1 erhélt man fiir
C=C,bzw.C=C,

o, = |af, (22a)

0 C=¢
N =
1 C=C,

o, =05

y, =1 (22b)

Gleiches gilt fiir s, = 1 + . Die Maf3zahlen ergeben sich zu

min(V1+a?,1)=1=|C|, C=C,.
(23)
Vergleicht man diese mit der Wurzel der urspriinglichen
Mafizahlen nach Litz

so erkennt man, dass fiir C = C, bei geringem Abstand der
Eigenwerte deren Differenz « automatisch in das Maf3 ein-
geht und so den Beobachtbarkeitsverlust bei einem zwei-
fachen Eigenwert anzeigt. Fiir C = C, dagegen zeigt das
Maf durch Gleichheit mit der oberen Schranke (20) die
vollstandige Messbarkeit aller Zustandsgrof3en an.

{min(lod ,1)<V2=|C|, C=C,
rlsl = S, =

(24)

2.4 Eigenschaften des modifizierten Maf3es

Neben der Eigenschaft der Konsistenz, d. h.

=0 & rangH, (1) <n, (25)

die im Rahmen der Konstruktion des modifizierten Maf3es
gezeigt wurde, ist das vorgeschlagene Maf invariant ge-
geniiber unitdren Zustandstransformationen und stetig in
den Systemdaten. Die Invarianz gegeniiber unitdaren Zu-
standstransformationen ist dabei eine direkte Konsequenz
der Invarianz der Singuldarwerte beziiglich der Multiplika-
tion mit unitdren Matrizen und ldsst sich leicht iiberprii-
fen. Die Stetigkeit ist nicht unmittelbar ersichtlich. Hier ist
zundchst lediglich klar, dass die Eigenwerte der Matrix A
stetig in deren Eintrdgen sind, und somit auch die (nach-
folgend mit M abgekiirzte) Matrix AE— A stetig in A ist. Die
in V enthaltenen Singuldrvektoren sind jedoch nicht not-
wendigerweise stetig in M. Insbesondere ist V nicht ein-

mal eindeutig festgelegt, z. B. sind
M = UzV" = (-U)E(-V)! (26)

zwei mogliche Singularwertzerlegungen von M. In [2] wird
die Existenz und Berechnung einer stetigen Singuldarwert-

R. Seeber et al., Modalma# fiir die (perspektivische) Beobachtbarkeit von LZI Systemen =—— 687

zerlegung gezeigt; dies erfolgt jedoch unter der Vorausset-
zung paarweise verschiedener Singuldarwerte, wovon hier
nicht ausgegangen werden kann.

Zum Nachweis der Stetigkeit wird daher folgendes
Lemma formuliert, welches den Einfluss von Anderun-
gen der Matrizen M und C auf die Zahlen o; und y; an-
gibt. Sein Beweis basiert auf Ergebnissen der Matrizen-
Stortheorie [1, 22, 24, 25] und ist im Anhang angegeben.

Lemmal. Den Matrizen M:= AE — A und C bzw.
M := AE — A und C seien auf die in Abschnitt 2.2 be-

schriebene Weise die Zahlen o; und y; bzw. G; und y;

(j = 1,...,n) zugeordnet’. Weiterhin seien fiir nichtnegati-
ve Zahlen € und § die Ungleichungen
sl <e fo-cl<s e
erfiillt. Dann gilt
lo,-6,|<e firr=1,...,n (28a)
lv,=7.|=0 firr=1,...,n-m. (28b)

Firr=n-m+1,..
0, = 00

., n gilt mit der formalen Festlegung

) 3
=7 <6+ ——r

&
ICll
-1~ O

(28¢c)

jeweils unter der Voraussetzung, dass ¢ die Ungleichung

3¢
Y

0<
o

(29)

r— r

erfiillt.

Gemaf; diesem Lemma hédngt fiir festen Index r die Zahl o,
immer und die Zahl y, unter der Voraussetzung o,_; > o,
(oder r = 1) stetig von A und C ab. Unstetigkeitsstellen
konnen also héchstens bei y, auftreten, wenn o,_; = o,
gilt. Diese konnen aber keine Unstetigkeit des Maf3es
selbst zur Folge haben. In diesem Fall wird ndmlich wegen
der aus y,_; <y, resultierenden Ungleichung

VoLt = ol +yE S o2 g2 GO)

das Minimum in (19) niemals fiir [ = r angenommen, so-
dass y, nicht in das Maf3 eingeht.

3 Fiirdie Giiltigkeit des Lemmas ist es nicht erforderllich, dass A bzw.
A Eigenwerte der Matrizen A bzw. A sind.
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2.5 Beispiel zum Einfluss fehlerhafter
Systemdaten

Oft sind die Daten eines Systems nicht exakt bekannt. In
solch einem Fall ist es von Interesse, wie stark sich das Be-
obachtbarkeitsmaf3 bei kleinen Anderungen der Matrizen
A und C dndern kann. Anhand eines Beispiels wird de-
monstriert, dass Lemma 1 auch zur Beantwortung dieser
Frage herangezogen werden kann.

Es wird das System aus Relation (10) mit C = C; be-
trachtet. Die realen Systemdaten seien nun durch die Ma-
trizen A und C mit

< €
|a-A|, <= c=cC (31)
22
gegeben. Es wird die Anderung des zugehorigen Mafies s,
gegeniiber dem zuvor fiir den Eigenwert s; = 1 erhaltenen

Maf3

fs, = min(|a|, 1) (32)

untersucht.
Da die Systemmatrix A Diagonalstruktur aufweist,
kann die Differenz der Eigenwerte s; und §; der Matrizen

A und A durch
s - 5| < |a-A|, < % §5)

abgeschitzt werden [22]. Unter Verwendung der Nomen-
klatur von Lemma 1 gilt also

[ -], = s~ 4) - 5B~ A,

<ls -5 IEl, + [A-A, <o (&)
Unabhingig von A gilt prinzipiell 0, =7 =0,d.h.
s, = min(a,, P,)- (35)

Es werden nun die folgenden drei Falle unterschieden:

la| >3V2e, 3V2e>|a| >3e, 3e>|a. (36)

Gilt || > 312, so erhilt man anhand von Lemma 1 die
Abschatzungen

6, € [lal—& |al +¢], (37a)
3v2 3vV2
5, € [1 EEACIE is]. (37b)
|| ||
In diesem Fall gilt also
32
fls = min<|oc| - 1- |i|—€) >0, (38a)
! o
2
fl; < min<|(x| +& 1+ %s) (38b)
! o
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Fiir 3v/2¢ > || > 3¢ gelten die Abschitzungen

6, € [lal—& |af +¢], (39a)
3vV2
7, € [0, 1+ is] (39b)
|ex]
und man erhélt
3vV2
0<7 < min(lcxl +e 1+ |i|—£> (40)
1 (04

Gilt schlief3lich 3¢ > |«|, so ergeben sich unter Beriicksich-
tigung von §, < ||C|, die Abschdtzungen

6, € [max(0, |a| — €), |af +¢], (41a)
pelo V2l (41b)

und damit
0<7 <lal+e<4e (42)

In Abbildung 1 sind das urspriingliche Maf3 K> das modi-
fizierte Maf8 , sowie die ermittelten oberen und unteren
Schranken von 7; fiir zwei Werte von & dargestellt. Man
kann erkennen bzw. auch anhand der vorangegangenen
Rechnung verifizieren, dass beispielsweise fiir || > 0,5
das Ma3 77; (fiir € = 0,1) garantiert ungleich Null ist. Dar-
aus kann trotz ungenauer Kenntnis der Systemdaten A, C
auf die Beobachtbarkeit des Systems geschlossen werden.

------- Urspriingliches Maf} x5,

—— Modifiziertes Maf3 ns,

- - - obere Schranke von 7z, fiir e = 0,1
-----obere Schranke von 7z, fiir ¢ = 0,05
- - - untere Schranke von 7z, fiir e = 0,1

-----untere Schranke von 7z, fiir ¢ = 0,05

Abbildung 1: Urspriingliches ModalmaB «,, modifiziertes Modalmaf
1, SOwie aus “A - A”Z < £ resultierende Schranken von 7; fiir zwei
Werte von e.
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3 Perspektivische Beobachtbarkeit

Wie in der Einleitung angemerkt, ist die perspektivische
Beobachtbarkeit u. a. in der Bildverarbeitung von Bedeu-
tung. Dies wird zundchst anhand eines anschaulichen Bei-
spiels aus diesem Bereich diskutiert. Anschlieend wird
auf das erwdhnte Kriterium (4) eingegangen. Davon aus-
gehend wird das erweiterte Modalmaf3 auf die perspekti-
vische Beobachtbarkeit {ibertragen und anschlief}end auf
das Beispiel angewandt.

3.1 Einleitendes Beispiel

Zur Veranschaulichung der Zusammenhédnge wird ein Kor-
per im dreidimensionalen Raum betrachtet, welcher einer
Drehung und einer Linearbewegung unterworfen ist. Kon-
kret erfiillt ein Punkt p auf diesem Korper die Differential-
gleichung

dp =Qp+v

dt '
Dabei ist v ein konstanter Geschwindigkeitsvektor und die

schiefsymmetrische Matrix Q ergibt sich aus dem Parame-

(43)

T
tervektor w := [wl w, w3] gemafd

0 -w, w
Q:=| w, 0 -w (44)
-w, W 0

Wie man leicht ermitteln kann, lautet das charakteristi-
sche Polynom dieser Matrix
det(sE — Q) = 5(52 + wTw>. (45)

Die Winkelgeschwindigkeit der Drehung ist dabei durch
w = Vo'w gegeben. Der Vektor w ist Eigenvektor zum Ei-
genwert Null und zeigt in Richtung der Rotationsachse.

Dieser Korper bzw. insbesondere der Punkt p werde
durch eine Kamera gefilmt. Damit wird auf deren Bildebe-
ne die perspektivische Projektion p des Punktes p abgebil-
det. Ist der Brennpunkt der Kamera durch f gegeben und
die Bildebene der Kamera durch die Gleichung ' = 0 be-
stimmt, so ldsst sich dieser Zusammenhang durch

E_ &

~ frf

P_l—ﬂp (46)
fr.f

mathematisch beschreiben. Die Brennweite der Kamera
hat dabei den Wert f := Vf'f.
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In Abbildung 2 sind beispielhafte Trajektorien des
Punktes p und des zugehorigen Bildpunktes p fiir die Pa-
rameterwerte

w=[-1 2 2]T, (472)
v=[1 0 o], (47b)
f=[0 -1 0]T (47¢)

dargestellt. Bildebene ist in diesem Fall die durch y = 0
charakterisierte x-z-Ebene, die Brennweite betragt f = 1.

Fiihrt man den Zustandsvektor x := [pr w]T mit
der konstanten Grofie w # 0 ein, so ist p eine mogliche Dar-
stellung von x in homogenen Koordinaten, d. h. [p] = [x].
Durch Festlegung der Ausgangsgrofie

w(E - fT—fo)p
y::ﬁ fT'P
w(1-%)

f1.f

(48)

mit der (beliebigen) Konstante f3 # 0 besteht derselbe Zu-
sammenhang zwischen p und y. Man erhélt somit ein Sys-
tem der Form (1) mit den Daten

0 -2 21
Q v 2 0 1 0
A= [OT 0] -2 -1 0 0f’ (“92)
0 0o 0 O
. [3 0 0 O
E-= 0 0O 0 0 O
_ [ — b
C=p| ffT_Tf . 00 B o) (49b)
0 ﬁ 0 [5
- - - Rotationsachse

>— Punkt p(¢)
>— Projektion p(t) |

Abbildung 2: Trajektorien des Punktes p und dessen
perspektivischer Projektion p in die x-z-Ebene.
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wobei sich die angegebenen Zahlenwerte fiir die Parame-
ter aus Relation (47) ergeben. Man erkennt, dass die zwei-
te Komponente von y bzw. die zweite Zeile von C gleich
Null sind und daher entfernt werden kénnten. Thre Bei-
behaltung hat jedoch keinen Einfluss auf die Ergebnisse.
Fiir die Rekonstruierbarkeit des Punktes p bei Kenntnis ei-
ner Trajektorie des Bildpunktes p ist damit die perspekti-
vische Beobachtbarkeit dieses Systems (fiir einen beliebi-
gen, konkreten Wert von f) ausschlaggebend.

3.2 Kriterium

Bevor das in [3] angegebene Kriterium fiir die perspekti-
vische Beobachtbarkeit formuliert wird, miissen zwei Fal-
le unterschieden werden. Ist der Anfangszustand des Sys-
tems auf reelle Werte eingeschrénkt, gilt also x;, € R", so
spricht man von perspektivischer Beobachtbarkeit iiber IR,
andernfalls — wenn x,, komplexwertig sein kann — von per-
spektivischer Beobachtbarkeit {iber C. Nur iiber C exis-
tiert ein (uneingeschrénkt giiltiges*) notwendiges und hin-
reichendes Kriterium:

Satz 1([3]). Das System (1) ist genau dann perspektivisch
beobachtbar iiber C, wenn die in Relation (4) definierte Ma-
trix H, fiir alle Paare Ay A, je zweier (nicht notwendiger-
weise unterschiedlicher) Eigenwerte der Matrix A die Rang-
bedingung

rangH,(1,,4,) = n (50)

erfiillt. Uber R ist diese Bedingung nur hinreichend, nicht
aber notwendig.

Mit der Abkiirzung A(A) fiir die Menge der Eigenwerte von
A gelten somit die Zusammenhédnge

perspektivisch
beob. iiber R.

perspektivisch
beob. iiber C

Rangbedingung (50)
VA, A, € A(A)

Fiir die folgenden Betrachtungen zur Bewertung der
perspektivischen Beobachtbarkeit wird ausschlief3lich der
komplexwertige Fall betrachtet, fiir welchen das Rang-
kriterium notwendig und hinreichend ist. Dies mag wi-
derspriichlich erscheinen, da auf diese Weise nur eine
Bewertung der perspektivischen Beobachtbarkeit iiber C
moglich ist, wahrend beim diskutierten Beispiel offen-
sichtlich der reellwertige Fall von praktischer Bedeutung
ist. Als Motivation dient dabei, dass ein iiber C nicht (oder

4 Kriterien fiir die perspektivische Beobachtbarkeit iiber R, die unter
zusdtzlichen Voraussetzungen beziiglich der Systemmatrix A notwen-
dig und hinreichend sind, werden in [4, 19] untersucht.
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»schlecht“) perspektivisch beobachtbares System, auch
wenn es iiber R (,gut®) perspektivisch beobachtbar ist,
aus praktischer Sicht ein Problem darstellt: Es bedarf nam-
lich auf jeden Fall einer weiteren Untersuchung, die man-
gels dafiir geeigneter Kriterien mitunter nicht ohne weite-
res durchfiihrbar ist.

Durch Einfiihren des sogenannten Dimensionsverlus-
tes d ist es moglich, Definition 1 sowie Satz 1 zu verallge-
meinern [7]; dabei erhilt man fiir d = 0 die klassische Be-
obachtbarkeit und fiir d = 1 den diskutierten Fall perspek-
tivischer Beobachtbarkeit. Diese Verallgemeinerung wird
der Einfachheit halber hier nicht betrachtet, die nachfol-
genden Uberlegungen lassen sich aber geradlinig darauf
iibertragen.

3.3 Modalmas fiir perspektivische
Beobachtbarkeit

Die Erweiterung von Definition 2 zu einer Definition von
Maflen fiir die perspektivische Beobachtbarkeit ist evi-
dent. Fiir Modalmafle wird in diesem Zusammenhang fol-
gende Definition benutzt:

Definition 4. Eine Funktion v, (A, C) heifit modales Maf§
fiir die perspektivische Beobachtbarkeit, wenn sie fiir Ei-
genwerte A von A, d. h. fiir det(AE — A) = 0, folgende Be-
dingungen erfiillt:

1. Nichtnegativitdt: v, (A, C) = 0.

2. Konsistenz: v,(A,C)=0¢& fir ein A, gilt
rang Hp(/\, A,) <n, d.h. ein A enthaltendes Ei-
genwertpaar ist nicht perspektivisch beobachtbar.

3. Stetigkeit: v, (A, C) ist stetig in A, C, A.

Das in Abschnitt 2.2 vorgestellte modifizierte Beobacht-
barkeitsmaf} 1dsst sich in relativ einfacher Weise auf die
perspektivische Beobachtbarkeit {iber C erweitern: Zur
Bewertung der perspektivischen Beobachtbarkeit des Ei-
genwertpaars (A, A,) reicht es aus, die Matrix AE — A in
Relation (13) durch
(LE-A)(A\,E-A) = Udiag(0;) V?' (51)
zu ersetzen. Die zum Singuldrwert Null gehérigen Spal-
ten von V stellen damit Linearkombinationen von Rechts-
eigenvektoren (bzw. bei doppelten Eigenwerten ggf. von
Eigen- und Hauptvektoren) zu diesen Eigenwerten dar.
Fiir die perspektivische Beobachtbarkeit iiber C ist
gemdf} Satz 1 die lineare Unabhéngigkeit dieser Spalten
nach Multiplikation mit der Matrix C ausschlaggebend.
Durch Berechnung der Zahlen y,,...,y, gemaf; Relati-
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on (17) lasst sich diese beurteilen, und man kann durch

die Maf3zahl
X0, (A C) = mlin \/012 + ylz

die perspektivische Beobachtbarkeit des betrachteten Ei-
genwertpaares A, A, bewerten.

Ein Modalma# fiir die perspektivische Beobachtbar-
keit im Sinne von Definition 4 ist dann durch das Minimum
der Maf3zahlen aller Eigenwertpaare gegeben, die den zu
bewertenden Eigenwert A enthalten. Mit den Eigenwerten
Sy .., S, der Matrix A ist es durch

(52)

(A, C) = mkin Xrs, (A,C) (53)
gegeben.

Die in Abschnitt 2.4 angegebenen Eigenschaften gel-
ten offensichtlich (sinngemé&fl) auch fiir dieses Maf3. Es
handelt sich also um ein konsistentes Maf3, welches stetig
in A und C sowie invariant beziiglich unitarer Zustands-
transformationen ist. Des weiteren kann auch hier Lem-
ma 1 verwendet werden, um den Einfluss fehlerhafter Sys-
temdaten auf die Maf3zahlen abzuschétzen.

Der praktischen Verwendbarkeit dieses Mafles steht
noch im Wege, dass die Ausgangsmatrix C, wie im Bei-
spiel in Abschnitt 3.1 gezeigt, mitunter nur bis auf ein ska-
lares Vielfaches festgelegt ist. Um eine sinnvolle Bewer-
tung zu ermoglichen, ist in einem solchen Fall daher eine
Normierung der Ausgangsmatrix notwendig. Eine Moglich-
keit dazu, die im Hinblick auf die zu Relation (20) analoge
Schranke y, < ||C||, sinnvoll erscheint, ist die Skalierung
der Matrix C so, dass fiir deren Spektralnorm gilt:

ICl, = 1. (54)

3.4 Beispiel zur Berechnung des
Modalmafles

Das vorgeschlagene Maf3 wird nun fiir das in Abschnitt 3.1
beschriebene Beispiel ermittelt. Als Parameter werden

T
vV=w= [—3sin1// 5cosy 4sin1{/] , (55a)
T
f=[0 -1 o], (55b)
mitdem Winkel y € [-7, 7] verwendet. Diese Wahl hat zur

Folge, dass unabhéngig von v die Winkelgeschwindigkeit
den Wert Vw*w = 5hat und der Punkt sich in Richtung der
Rotationsachse bewegt. Unter Beriicksichtigung der Nor-
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1

mierungsbedingung (54) erhdlt man f = 7 Die System-
daten gemaf (49a) sind damit durch
0 —4siny 5cosy -3siny
A= 4siny 0 3siny SCf)SVJ . 56a)
=5cosy —3siny 0 4siny
0 0 0 0
1 0 0 O
1 ]1]0 0 0 O
C= E 00 1 0 (56Db)
01 0 1

gegeben. Die Matrix A besitzt die von y unabhdngigen Ei-
genwerte

s; =5j, s, = =57, s; =0(=sy), (57)
wobei der doppelte Eigenwert bei Null die geometrische
Vielfachheit Eins hat.

Die Berechnung des Mafles wird nun fiir das Eigen-
wertpaar A, = A, = s; demonstriert. Die Singuldrwerte von
A? lauten

0,=25 0,=25  03=0, o0,=0. (58
Somit sind nur die Zahlen y; und y; relevant, wobeiy, = 0
gilt. Die Matrix P, enthélt einen zum Eigenwert Null ge-
horigen Eigen- und Hauptvektor der Systemmatrix A und

lautet

3
——sin 0
5 14
cos 0
Po=| X (59)
—sin
5 14
0 1

Damit l&sst sich y; durch Berechnung der Quadratwurzel
des kleinsten Eigenwertes der Matrix

1
PC'CP, = - [ ! (60)

cosy
2 |cosy 1
bestimmen; man erhalt dafiir folgenden Wert, welcher auf-
grund des grofien Wertes von o, zugleich der Wert der
Mafzahl y, , ist:

1 —|cosy|

Xs3,s3 = .

3 (61)

Fiir die restlichen Maf3zahlen erhilt man auf ahnliche Wei-
se den vom Winkel ¢ unabhangigen Wert

1
Xsl,s1 = Xsl,s2 = Xsl,s3 = st,sz = st,s3 = % (62)
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Abbildung 3: Verlauf des ModalmaRes y; fiir die perspektivische
Beobachtbarkeit aus (63) in Abhdngigkeit des Winkels v fiir die
Eigenwerte s, s,, s5.

Die Modalmafle der perspektivischen Beobachtbarkeit ge-
maf (53) lauten damit

1 1- |cos 1//|
= = —, = \|—. 63
o = Xe = 5 Xs, \/ 3 (63)

Abbildung 3 zeigt den Verlauf der ermittelten Maf3zah-
len. Man erkennt, dass es fiir y = 0 zu einem Verlust der
perspektivischen Beobachtbarkeit kommt. In diesem Fall
gilt v = w = —5f, d. h. der Punkt bewegt sich in Richtung
der Brennachse der Kamera und rotiert zugleich um diese.
Es ist leicht vorstellbar, dass die Entfernung des Punktes
von der Kamera in einem solchen Fall nicht rekonstruiert
werden kann.

4 Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag wurde auf Schwachstellen zweier
existierender modaler Beobachtbarkeitsmafie eingegan-
gen, und dadurch motiviert die Modifikation eines der Ma-
3e vorgeschlagen. Es wurde gezeigt, dass das modifizierte
Maf3 im Gegensatz zum urspriinglichen sowohl stetig ist,
als auch konsistent, d. h. bei Anndherung an ein nicht be-
obachtbares System strebt der Wert des Maf3es gegen Null.
Ein Nebenprodukt des Beweises ermoglichte dabei die Ab-
schitzung des Einflusses kleiner Anderungen der System-
daten auf den Wert des Maf3es; dies wurde anhand eines
Beispiels demonstriert. Auf die perspektivische Beobacht-
barkeit, deren Bedeutung anhand eines Beispiels veran-
schaulicht wurde, konnte das Maf3 in geradliniger Weise
iibertragen werden. Zur praktischen Verwendung des Ma-
3es war in diesem Fall eine Normierung der Ausgangsma-
trix notig, fiir welche ein Vorschlag gemacht wurde. An-
hand eines Beispiels wurde schlie3lich die Berechnung
des erweiterten Maf3es demonstriert.
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A Beweis von Lemma 1

Relation (28b) ist unmittelbar evident, da y, = y, = 0 fiir
r < n — m gemaf Relation (17) gilt.

Die restlichen Behauptungen des Lemmas werden mit
Methoden der Matrizen-Stortheorie [22] bewiesen. Allge-
mein gilt fiir zwei Matrizen M und M mit den Singularwer-
teno; und &j die Ungleichung [25]

joj = 6| < M- »]],. (64)
Damit ist Relation (28a) eine unmittelbare Konsequenz
von (27). Fiir m = n folgt auch Relation (28c) fiirr = 1,d. h.

|Y1 - )71| <4, (65)

aus diesem Umstand, da in diesem Fall y; = 0,,,,(C) gilt.
Es verbleibt die Giiltigkeit von Relation (28c) fiir festen
Index r > 2 und r > n—m zu zeigen. Dazu wird angenom-

men, dass M die Singuldarwertzerlegung

melo, wlf* ][]

besitzt, wobei X, die Singuldrwerte oy, ...,0,_; und X, die
Singuldrwerteo,, . .., 0, enthélt. Die in gleicher Weise par-
titionierte Singuldarwertzerlegung von M laute

- ol g ][5

Wegen r > n — m lasst sich Relation (17) in der Form

(66)

(67)

yr = Gmin(CVZ)’ ?r = Gmin(cvz) (68)
anschreiben. Die Abschdtzung
v -7l < v, - €V, (69)

ist nun naheliegend, jedoch ist es nicht moglich, die Diffe-
renz von V, und V), in dieser Form sinnvoll abzuschétzen.
Diese Matrizen sind nicht einmal eindeutig festgelegt und
konnen sich auch bei beliebig kleinem Wert von € betracht-
lich unterscheiden.

Ausschlaggebend fiir y, und ¥, sind jedoch nicht die
Matrizen V, und V, selbst, sondern die von ihren Spal-
ten aufgespannten Vektorrdume. Der Abstand zwischen
diesen zwei Vektorraumen der Dimension n — r + 1 lasst
sich durch die sogenannten kanonischen Winkel mes-
sen [1]. Diese stellen eine Verallgemeinerung des Win-
kels zwischen zwei Geraden (eindimensionalen Vektor-
rdumen) dar. Die Anzahl N dieser Winkel ist durch

N=minn-r+1,r-1) (70)
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gegeben. Im vorliegenden Fall handelt es sich um Zahlen
?; fiir j=1,..., N.Diese erfiillen jeweils die Ungleichung
0< @; < % und lassen sich durch Singularwertzerlegungen
der Matrizen V'V, bzw. V'V, berechnen; es gilt

(71)
(72)

ViV, = P" diag (sin ;) R
V?Vz = Q" diag (cos <pj) R.

mit unitdren Matrizen P, Q und R. Dabei wird abkiir-
zend diag (sin (pj) bzw. diag (cos (pj) fiir eine (im ers-
ten Fall nicht notwendigerweise quadratische) Matrix ge-
schrieben, deren erste N Hauptdiagonaleintrdge durch
sin ¢; bzw. cos ¢; und deren restliche Hauptdiagonalein-
trage durch Null bzw. Eins gegeben sind; die restlichen
Eintrage der Matrizen sind gleich Null.

Ein Theorem von Wedin [24] liefert unter der Voraus-
setzung® 0,_, — 0, > € die Abschdtzung:

V2e

_O'V

. crH .
sing; < "V1 V2||2 < o — = v(e). (73)
Deren rechte Seite wird mit v(e) abgekiirzt.

Anstatt der Differenz von V, und V, betrachtet man

nun die Matrix

T:=V,-V,Q"R. (74)
Anhand von
VT = 2E - V} V,Q"R - R"QV}'V,
= 2R" diag (1 - cos cpj) R (75)
erkennt man, dass deren Singularwerte durch

12 — 2 cos ¢; gegeben sind. Mittels der Relation

cos’ ¢;=1- sin’ ¢; erhilt man somit

IT|, < V2- \/1 — 1 - v2(e).

Man iiberpriift leicht, dass es sich bei der rechten Seite die-
ser Ungleichung um eine konvexe Funktion in € handelt:
Sie ist die Verkniipfung der fiir 0 < v < 1 konvexen und

monoton wachsenden Funktion \/ 1 — V1 — v? und der bei

positivem Nenner konvexen Funktion v(g). An der unteren
bzw. oberen Grenze des durch Relation (29) festgelegten

(76)

5 Voraussetzung fiir die Anwendung des Theorems ist, dass die Sin-
guldrwerte in £, und %, jeweils génzlich in zwei disjunkten, kompak-
ten Intervallen liegen. Die angegebene Ungleichung ergibt sich aus
der Differenz zwischen dem gemif} Relation (28a) kleinstmdglichen
Wert in £, und dem gréBten Wert in X,.
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Intervalls nimmt sie die Werte Null bzw. Eins an, was in
diesem Bereich die Abschadtzung®

3¢

ITl, £ ——— 77)
0, 1-0,
erlaubt.
Aufgrund der Unitaritat der Matrix Q"R gilt
?r = Gmin(évz) = O-min(CVZQHR)' (78)

Man erhalt somit folgendermaflen die behauptete Unglei-
chung (28¢)

v, - 7| < |cv, - CV,Q7R|,
|(c-C)V,Q"R|, + ICTl,
|

IN

<|c-¢, +ici, i,
3¢
<6+ —|Cl,, (79)
0,10,
was den Beweis abschlieft. O
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sowie den anonymen Gutachtern.
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