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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit dem Tragverhalten normalkraftbe-
anspruchter, stabférmiger Bauteile im Stahlbetonbau. Hierbei zeigt sich grund-
sétzlich ein bedeutender Einfluss der Verformungen. Das reale Bauteilverhalten
kann mit nichtlinearen Berechnungen nachvollzogen werden, wobei die Berech-
nungsergebnisse von der Qualitidt der Werkstoffcharakterisierung und dem Mo-
dellierungsgrad der Querschnitts- und Systemberechnungen abhéngen.

Nach einer Einfithrung in die Charakteristik von Spannungs- und Stabilitéts-
problemen von Einzeldruckgliedern folgt die Beschreibung der Materialcharak-
teristik. Hierbei wird das Druck- und Zugtragverhalten konventioneller normal-
fester Betongiiten gleichermaflen behandelt, wie jenes moderner ultrahochfes-
ter Betone. Da letztere ein ausgesprochen sprodes Materialverhalten aufweisen,
werden diese Betone in der Regel zusédtzlich mit Fasern bewehrt. Im Zuge der
Werkstoffcharakterisierung wird auch auf die Modellierung des Zugtragverhal-
tens faserbewehrter Betone eingegangen, wobei einem mechanisch hergeleiteten
Modell aus der Literatur der Vorzug gegeben wird.

Das Verformungsverhalten gerissener Stahlbetonbauteile wird durch die Zug-
versteifung beeinflusst. Das sogenannte Tension Stiffening ist durch die Ver-
bundwirkung von Stahl und Beton zwischen den Rissen erkldrbar. Oftmals
wird die Zugversteifung durch die Modifikation der Stahlarbeitslinie oder der
Betonarbeitslinie auf Zug beschrieben. Obwohl diese beiden Modelle einfach zu
entwickeln sind, kénnen sie zu ungilinstigen Ergebnissen bei der Spannungsinte-
gration fithren. Deswegen wird in dieser Arbeit ein neues Modell vorgestellt, bei
dem unter Einhaltung des Kraftegleichgewichts und der Verformungskompati-
bilitdt sowohl die Stahl- als auch die Betonarbeitslinie auf Zug modifiziert wer-
den. Damit ist eine realitdtsnahe Spannungsintegration {iber den Querschnitt
moglich. Das vorgestellte Modell 1dsst auch die Beriicksichtigung von Faser-
bewehrung zu. Da das Modell rein mechanisch herleitbar ist, kann es fiir alle
Betone und Bewehrungsausfithrungen angewendet werden. Die Verifikation er-
folgt durch die Nachrechnung ausgewahlter Zug- und Biegeversuche aus der
Literatur.

Querschnittsberechnungen sind ein wesentlicher Bestandteil jeder Verformungs-
berechnung. Es werden numerische Methoden zur Spannungsintegration und
zum Finden von Dehnungszusténden beliebiger Querschnittsformen unter zwei-
achsiger Biegung mit Normalkraft vorgestellt. Die Querschnittsberechnungen
werden genutzt, um die Auswirkungen von Kriechen und Schwinden auf die ki-
nematischen Kenngroflen und die Spannungen zu beschreiben. Zunéchst erfolgt
eine ausfithrliche Beschreibung von zwei héufig angewendeten Modellen, dem
Verfahren von Trost und der Methode effektiver Steifigkeiten. Anschlieend
wird eine eigene Methode, basierend auf Zeitschrittberechnungen, prasentiert,
mit der die mechanischen Vorgénge wihrend des Kriech- und Schwindvorganges



realitdtsnah beschrieben werden kénnen. Anhand von theoretischen Beispielen
werden die vorgestellten Modelle miteinander verglichen und auf deren Eignung
fiir allgemeine nichtlineare Berechnungen gepriift.

Im Anschluss an die Querschnittsberechnungen folgt die Erweiterung auf das
System. Hierbei wird das Weggrélenverfahren nach Theorie II. Ordnung zur
nichtlinearen Berechnung von Stabtragwerken vorgestellt. Zuséatzlich wird ge-
zeigt, wie die Zeitschrittmethode in den inkrementellen Berechnungsalgorith-
mus implementiert werden kann. Anhand von Versuchsnachrechnungen wird
das Potential der Zeitschrittmethode demonstriert.

Aufbauend auf die Erkenntnisse der Werkstoffcharakterisierung, als auch der
Querschnitts- und der Stabwerksberechnungen wurde eine Parameterstudie
durchgefiihrt, bei der die Schlankheit, die Betongiite, der Bewehrungsgrad, die
Bewehrungsausfithrung (schlaff bewehrt, vorgespannt, faserbewehrt) und die
Lastausmitte variiert wurden. Alle nichtlinearen Berechnungen wurden sowohl
fiir Kurzzeit- als auch Langzeitbeanspruchung mit Einfluss von Kriechen und
Schwinden durchgefithrt, wobei das Kriechen sowohl iiber die Methode effekti-
ver Steifigkeiten, als auch mit der Zeitschrittmethode beriicksichtigt wurde. Zu-
sdtzlich erfolgte die Bemessung mit den vereinfachten Ansétzen des Eurocode 2
(ON-EN-1992-1-1), dem Nennkriimmungs- und dem Nennsteifigkeitsverfahren.
Mit den Ergebnissen der Parameterstudie konnen folgende Fragen beantwortet
werden:

o In welchem Maf} beeinflussen Betongiite, Bewehrungsgrad und Vorspan-
nung die Traglast?

e Wann ist welche der genannten Maflnahmen sinnvoll?

o Wie grofl sind die rechnerischen Traglasten zum Zeitpunkt ¢ = oo bei
Beriicksichtigung des Kriechens mit effektiven Steifigkeiten bzw. mit der
Zeitschrittmethode?

e Hat das Schwinden einen Einfluss auf die Traglast?
o Wie stark nimmt die Traglast durch zeitliche Effekte ab?

o Wie verhalten sich die Bemessungslasten aus einer nichtlinearen Berech-
nung zu jenen mit dem Nennkriimmungs- bzw. Nennsteifigkeitsverfahren?

Eigene Versuche runden diese Arbeit ab. Der Anhang beinhaltet die Dokumen-
tation, Auswertung und Nachrechnung von Versuchen an 15 Probekoérpern mit
einer Schlankheit von A = 29 und 27 Stiitzen mit Schlankheiten zwischen A = 90
und A = 180. Alle Versuchskérper wurden aus UHPC hergestellt. Neben der
Bestimmung der Bauteilfestigkeit wurde in den Versuchen sowohl der Einfluss
der Vorspannung auf die Tragfahigkeit, als auch das Tragverhalten von schlan-
ken Stiitzen bei sehr kleinen Lastausmitten analysiert. Zusétzlich konnte der
Einfluss einer Dauerbeanspruchung auf die Tragfdhigkeit untersucht werden.



Abstract

The present work deals with the structural behaviour of concrete columns. Such
elements show a significant sensibility to deflections. Nonlinear calculations can
approximate the real structure behaviour. The results of numerical calculati-
ons depend on the quality of the material-characterization and the level of
approximation of the cross-section- and the structure-modelling.

After an introduction into the topic of stress- and stability-problems of co-
lumns, the material-characterization is discussed. Here both, the compressive
and the tensile behaviour of conventional normal-strength concrete and modern
high-performance concrete are described. The latter has an extreme brittle be-
haviour. Therefore such concretes are reinforced with fibres. This work pres-
ents a mechanical model from the literature to describe the tensile behaviour
of fibre-reinforced concrete.

The deflection-behaviour is influenced by the tension stiffening, which can be
explained with the bond of concrete and steel between the cracks. The tension
stiffening effect is often modelled by the modification of the tensile stress-strain-
law of the reinforcement or the concrete. Both models are easy to develop but
tend to lead to inconvenient results when integrating the stresses over the
cross-section. Therefore a different modelling approach is derived. Here both,
the tensile stress-strain laws of the reinforcement and the concrete are modified.
Thereby the equilibrium of the forces and the compatibility of the deformation
represent the boundary conditions. Also fibre reinforcement can be taken into
account. Due to the mechanical derivation, the new model can be used with
any concrete and reinforcment type. Recalculations of existing tests verificate
the new model.

Every deflection-calculation is based on cross-section-calculations. In this work
numerical integration methods and algorithms for finding strain-states are pre-
sented. The cross-section contemplation is used to describe the effects of creep
and shrinkage. At first, two common methods, the method with effective stiff-
ness and the method of Trost are presented. Further a new model, based on
the time-step-method, is introduced. With the time-step method, the mecha-
nical processes during creep and shrinkage can be described in a realistic way.
Theoretical examples are used to compare the presented models and to check
their usability for nonlinear numerical calculations.

The deformation-method including second order effects is used to describe the
system-behaviour. Further the implementation of the time-step-method into
the algorithms of the nonlinear system-calculation is explained.

With the acknowledgements of the material-characterization, the cross-section-
and the system-calculation a wide-range parameter study was carried out. In



this study the concrete grade, the amount of reinforcement, the type of rein-
forcement (untensioned-, prestressed-, fibre-reinforcement) and the load eccen-
tricity were varied. All nonlinear calculations were carried out for short-term
and long-term loadings, considering the creep as well as the shrinkage. Creep
effects were modeled with effective stiffnesses and with the time-step-method.
Additionally the design-loads, using simplified design-methods (method based
on nominal curvature and the model based on nominal stiffness) according to
the Eurocode 2 (ON-EN-1992-1-1), were calculated. With the results of the
parameter study the following questions can be answered:

e How large is the influence of the concrete grade, the degree of reinforce-
ment and the prestressing force on the capacity of columns?

o When does which measure make sense?

o How large is the calculated capacity at ¢t = co with different creep models
(effective stiffness, time-step-method)?

e Can the capacity be influenced by shrinkage effects?
e How much do the time dependent effects influence the capacity?

e How large is the calulated design-load, using different design methods
(nonlinear calculation, simplified methods)?

This work is completed with own tests. The annex contains the documentation,
evaluation and recalculation of tests on 15 specimen with a slenderness of A =
29 and 27 and columns with a slenderness between A = 90 and A = 180. All
specimen were produced with UHPC. With the tests, the structural strength,
the influence of prestressing on the capacity and the load-bearing behaviour of
slender coulumns was determined. Additionally the influence of a long-term-
loading on the capacity of columns was analyzed.
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1 Einfiihrung

Die Entwicklungen der Betontechnologie haben in den letzten zwanzig Jah-
ren Betone mit beachtlichen Materialeigenschaften hervorgebracht. Ultrahoch-
fester Beton (UHPC) ist einer dieser neuen Betonsorten. UHPC weist sehr
hohe Druckfestigkeiten auf und ist zusétzlich durch sein dichtes Gefiige ausge-
sprochen widerstandsfihig gegen schiadliche Umwelteinfliissse. Durch die hohe
Druckfestigkeit von UHPC kénnen Stiitzen im Hochbau in dhnlichen Dimensio-
nen wie Verbundstiitzen realisiert werden. Zusétzlich bietet UHPC hierbei den
Vorteil der besseren Widerstandsfdhigkeit im Brandlastfall. Der Nachteil des
sproderen Versagens von UHPC kann durch die Zugabe von Fasern mehr als
ausgeglichen werden. In der Regel kommen hier Mikrostahlfasern (Durchmesser
~0.12 bis 0.3 mm, Lange 6 bis 30 mm) zum Einsatz. Die hohe Drucktragfihig-
keit von UHPC kann aber auch genutzt werden, um diinnwandige und schlanke-
re Bauteile herzustellen. Das Tragverhalten druckbeanspruchter Bauteile, wie
beispielsweise Stiitzen, Fachwerkstibe oder aussteifende Rahmenkonstruktio-
nen wird vom Verformungsverhalten gepriagt. Abhédngig von den Bauteilab-
messungen, die den Schlankheitsparameter A\ definieren, wird die Tragfahigkeit
solcher Bauteile durch Materialbruch (kleine A) oder Stabilitatsverlust (grofie
A) bestimmt. Im Betonbau wird das Verformungsverhalten durch das Materi-
alverhalten auf Druck, die Rissbildung, die Verbundeigenschaft zwischen Stahl
und Beton und durch zeitliche Phdnomene wie Kriechen und Schwinden be-
einflusst. Bei faserverstiarkten Stahlbetonbauteilen ist dartiber hinaus die Mit-
wirkung der Fasern in Abhéngigkeit der Rissbreite von grofler Bedeutung. Erst
durch die realitdtsnahe Modellierung dieser Eigenschaften kann die Traglast
von Betondruckgliedern gezielt bestimmt werden.

1.1 Definition der Biegetheorien

Die Grundlage jeder Bemessung stellen Schnittgréfien dar. Werden diese durch
Formulierung des Kriftegleichgewichts am unverformten System gebildet, spricht
man von der Theorie I. Ordnung. Sie ist immer dann anwendbar, wenn die
Schnittgrofen unabhéngig von der Verformung sind (biegebeanspruchte Syste-
me mit geringer Verformung) oder der Verformungseinfluss als vernachléssigbhar
klein eingestuft werden kann. Haben Verformungen bei Bauteilen, die auf Bie-
gung mit Normalkraft beansprucht werden, einen betréchtlichen Einfluss auf



1 Einfiihrung

die Tragfiahigkeit (siehe [Abbildung 1.8]), miissen sie bei der Formulierung des
Kriftegleichgewichts mitberticksichtigt werden (Theorie II., III. bzw. IV. Ord-

nung). Hierbei unterscheiden sich die Theorien hoherer Ordnung grundsétzlich
nur am Genauigkeitsgrad der Formulierung der Differentialbeziehungen. Dieser
hat aber weitreichende Auswirkungen auf weitere Berechnungsverfahren, denn
mit steigender Ordnung der Biegetheorie steigt auch der Berechnungsaufwand.
Sind Stabquer- und Léngsverformungen grofl gegeniiber den Systemabmessun-
gen, durfen kinematische Beziehungen am differentiellen Element nicht ver-
einfacht werden. Diese allgemeine geometrisch nichtlineare Betrachtungsweise
wird als Theorie IV. Ordnung bezeichnet. Mit dieser Theorie lassen sich Bau-
teile mit groflen Verformungs- und Verzerrungszustinden exakt berechnen. Im
Bauwesen wird die Theorie IV. Ordnung nicht benétigt, da die Strukturen der-
artig grofle Verformungs- und Verzerrungzustédnde nicht erlauben. Bei Annahme
maéBiger Verformungen und kleiner Verzerrungen kénnen die trigonometrischen
und kinematischen Beziehungen des Biegestabes vereinfacht werden. Hieraus
resultiert die Theorie ITI. Ordnung, die vor allem bei Hangebriicken, Seil- und
Membrankonstruktionen Anwendung findet. Wird das Gleichgewicht zwar am
verformten System formuliert, die Stabquerverformungen und Verzerrungen je-
doch als klein vorausgesetzt, und die Stablangsverformungen vernachlissigt,
lassen sich trigonometrische und kinematische Differentialbeziehungen lineari-
sieren. Hieraus resultiert die Theorie II. Ordnung. Eine Hilfestellung zur Wahl
der geeigneten Biegetheorie in Abhéngigkeit der Gréflenordnung von Verschie-
bungen und Verzerrungen bietet die Diese Arbeit beschrankt sich
auf die Theorie II. Ordnung.

Tabelle 1.1: Annahmen der Stabwerkstheorien

Ord- Verschiebungs- Ver- Gleichgewichts-
nung groBen zerrungen  betrachtung

I oo-klein klein unverformtes System
11 klein klein verformtes System
111 mafig klein verformtes System
I\Y grof3 grof3 verformtes System




1.2 Definition der Schlankheit

1.2 Definition der Schlankheit

Die Schlankheit A ist eine dimensionslose Kenngréfle, mit der die Empfindlich-
keit auf Stabilitdtsversagen von Stiitzen eingestuft werden kann:

Lol
A= e (1.1)

N
mit: Iy ... Knicklange

I ... Tragheitsmoment

A ... Querschnittsflache

Die Knicklédnge ist hierbei als Abstand der Momenten-Nullpunkte bzw. als Ab-
stand der Wendepunkte der Biegelinie beim Stabilitatsverlust festgelegt.

1.3 Charakteristik des Knickstabes

Das Verhalten eines stabilitdtsgefdhrdeten Stabes kann an N-M bzw. N-w
und M-w-Verldufen dargestellt werden. Den folgenden Betrachtungen wird der
in der dargestellte Knickstab zu Grunde gelegt. Hier ist ein
imperfekter Stab mit sinusoidaler Vorverformung dargestellt, der nur durch die
exzentrische Normalkraft F' mit konstanter Ausmitte beansprucht wird. Die
Herleitung und die Losung der folgend aufgestellten Differentialgleichung ist aus
Pfliiger| (1975) entnommen und kann dort detailliert nachvollzogen werden.

Folgende Vereinfachungen werden getroffen:
o Die Biegesteifigkeit sei iiber die Stabldnge konstant.

e Es wird davon ausgegangen, dass die Vorverformung w; und die Last-
verformung w klein sind und somit die Taylorreihen der trigonometri-
schen Funktionen nach dem linearen Glied abgebrochen werden konnen

(sin(epi + @) = i + @, cos(p; +p) ~ 1).

¢ Die durch die Verformung hervorgerufene Verkiirzung Al ist, bezogen auf
die Stablédnge I, vernachléssighar klein.
wll " M

o Es gilt die Linearisierung der Krimmung x = ——— ==~ -
g g g 1+ w’2)3 /2 Bl
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ard EI' S
3
Al sinusoidal
l Wm = W2m

Abbildung 1.1: Doppelt gelenkig gelagerter, imperfekter Biegestab mit Lastex-
zentrizitat

Wird das Momentengleichgewicht beziiglich der verformten Stabachse gebil-
det, kann fiir den dargestellten Stab folgende Differentialbeziehung hergestellt
werden:

m™-X

M(z)=F-eg-cos(p;+¢)+F-w(x)+F-e;m-sin

T
M(z)~»F-eg+F-w(z)+F-e;pm-sin ;
X
EI-w"+F-w:—F-eo—F~ei’m~sinT
L F F F Crex
w'+ —w=—-—eg+——="6;, Sin — (1.2)
EI EI EI l

Die Losung dieser Differentialgleichung setzt sich aus dem homogenen und dem
partikuldren Anteil zusammen:

o €-x O s €-x ei(x) (1.3)
= + = . -+ . [ .
W = Wh + Wp 1 COS I 2+ S1n I (71'/5)2—]_ €p
————
Wh, wp
L |P|
mit: e=1-\/ — ... Stabkennzahl
EI

Mit der kann die Verformung an jeder Stelle des Knickstabes der

in Abhéngigkeit der einwirkenden Normalkraft bestimmt wer-
den. Die angegebene Gleichung der Biegelinie bildet die Grundlage des klassi-

schen Verzweigungsproblems.

1.3.1 Linear-elastisches Materialverhalten ohne
Bruchkriterium

Der perfekte Stab - Das Verzweigungslastproblem

Der perfekte Knickstab weist keine Vorverformungen auf und wird absolut zen-
trisch beansprucht. Die Biegelinie setzt sich fiir diesen Stab nur aus dem ho-




1.3 Charakteristik des Knickstabes

mogenen Anteil der zusammen. Die Randbedingungen lauten
M(x=0)=-El-w'(x=0)=0und M(z=1)=-EI-w'(x=1)=0. Aus der
ersten Bedingung folgt C7 = 0. Die zweite Randbedingung fithrt zu:

o:CQ-(E) sine (1.4)

Wird die triviale Losung Cy = 0 ausgeschlossen, muss sine = 0 gelten (sine =
0—>e=n-m):

IF] n?.72. EI

Die Kraft F(n) wird als Verzweigungslast bezeichnet. Sie ist von der Form der
Biegelinie beim Stabilitdatsverlust abhéngig. Die sogenannte kritische Verzwei-
gungslast ergibt sich fiir die niedrigste Eigenform mit n =1 zu:

2. EI
F(TL:l):Fb:T (16)
F/F, M
A A
AT

- m TH. III. O. ! [/~M,

ML
A UL
— Mg KNF> R,

P £,
=w27m e =’wQ,m
(a) Last-Verformungs-Kurve (b) Gleichgewichtslagen
A TH. II. O. A TH. II1. O.

o Verzweigungspunkt nach TH. II. O.

Abbildung 1.2: Tragverhalten des perfekten, linear-elastischen Stabes

Bis zum Erreichen der Verzweigungslast ist die Gleichgewichtslage beschréankt
stabil. Das bedeutet, dass die Struktur bei einer geringfiigigen Anderung der
Auslenkung wieder in den urspriinglichen Verformungszustand zuriickkehrt.
Der Zusatz ,beschrinkt“ verdeutlicht hierbei, dass die aufgebrachte Stérung




1 Einfiihrung

der Auslenkung nicht beliebig grofl sein darf. Mit Erreichen von Fj, fiithren
nach Theorie II. Ordnung schon infinitesimal kleine Anderungen der Lage zu
unendlich grofien Verformungen. Daher sind Gleichgewichtslagen ab F' > Fy, als
labil einzustufen. Werden anstelle der linearisierten kinematischen Beziehun-
gen Néaherungen hoheren Grades angewendet (Theorie ITI. Ordnung) kann ein
endlicher Verformungszustand auch oberhalb der Verzweigungslast gefunden
werden (siehe . Dieses Verhalten konnte mit einem perfekten
Stab mit linear-elastischem Materialverhalten ohne Bruchkriterium auch im
Versuch gezeigt werden. Das klassische Verzweigungsproblem ist jedoch nur
von theoretischer Natur, da perfekte Stédbe in der Realitat nicht vorkommen.

Der imperfekte Stab

Sind auch nur geringe Abweichungen vom perfekten Zustand vorhanden, sei
es durch den vorverformten Einbauzustand und/oder Abweichungen der La-
steinleitung, entstehen bei Aufbringung der Last unweigerlich Biegemomente
und dadurch auch Biegeverformungen. Trotz Annahme eines linear-elastischen
Materialverhaltens wachsen die Verformungen mit steigender Last iiberpropor-

tional an. Bei Erreichen der klassischen Verzweigungslast nach
wére die rechnerische Auslenkung in Stabmitte nach Theorie II. Ordnung un-

endlich grof8. Dies ist in der an der asymptotischen Annihe-
rung der Last-Verformungs-Kurve an den Pfad des klassischen Knickstabes
erkennbar. Die immer grofler werdenden Auslenkungen verletzen zunehmend
die Voraussetzung der Theorie II. Ordnung, ndmlich die Annahme kleiner Ver-
formungen. Daher weicht die Traglastkurve nach Theorie II. Ordnung mit stei-
gender Normalkraft immer mehr von jener nach Theorie III. Ordnung ab. Die
Verformungen nach Theorie III. Ordnungen sind hierbei stets kleiner als bei
Berechnung nach Theorie II. Ordnung. In der ist auch er-
kennbar, dass die Abweichungen zwischen Theorie II. und III. Ordnung bis
zu einem gewissen Lastniveau vernachléssigbar sind. Der zusétzliche Vergleich
mit der Kraft-Verformungs-Kurve nach Theorie I. Ordnung verdeutlicht, dass
die Formulierung des Kréftegleichgewichts am unverformten System zu einer
unsicheren Beurteilung des Tragverhaltens fiihrt.

Eine weitere sehr anschauliche Darstellung ist der Vergleich der inneren und
dufleren Momentenverldufe (siehe . Zu jeder Normalkraft muss
in jedem beliebigen Schnitt entlang der betrachteten Stiitze das zugehorige
duBere Moment mit dem inneren Moment im Gleichgewicht stehen und mit
dem Verformungszustand vertriglich sein. Das duflere Moment ist immer als
Gerade der Form M, = |F|-wy + M! darstellbar, wobei die Steigung hierbei
der einwirkenden Normalkraft entspricht. Der Schnittpunkt der M,-Gerade
mit der Ordinate entspricht dem Moment M' nach Theorie I. Ordnung. Der
Anteil M' hiangt demnach nur von der Normalkraft und der Ausmitte e; im




1.3 Charakteristik des Knickstabes

unbelasteten Zustand und dem Moment infolge Stabquerbelastung ab. Das in-
nere Moment ergibt sich aus dem Stoffgesetz und der Querschnittsgeometrie zu
M; = [o(z)-zdA. Bei linear-elastischem Materialverhalten hat auch der innere
Momentenverlauf die Form einer Gerade. Solange ein stabiles Gleichgewicht
zwischen Einwirkung und Widerstand moglich ist, gibt es einen Schnittpunkt
der M, und M;-Verldufe. Der Grenzzustand der Stabilitdt ist erreicht, wenn
die M, und M; Geraden zu einander parallel sind bzw. der Schnittpunkt im
Unendlichen liegt. Die geometrische Visualisierung der Gleichgewichtszustinde
verdeutlicht, dass am imperfekten Stab nach Theorie II. Ordnung kein Gleich-
gewichtszustand fiir Normalkréfte oberhalb der idealen Verzweigungslast Fj,
existiert.

F/F, M

‘o] ? >,
N b
o R F<Fh .
Vw24,m N— 'w2,m
(a) Last-Verformungs-Kurve (b) Gleichgewichtslagen
o TH. I. O. A TH. II. O. A TH. II1. O.

o Verzweigungspunkt nach TH. II. O.

Abbildung 1.3: Tragverhalten des imperfekten, linear-elastischen Stabes

1.3.2 Verhalten bei linear-elastischem Materialverhalten mit
Bruchkriterium

Der imperfekte Stab - Das Spannungsproblem

Selbst wenn ein Material hinreichend genau mit linear-elastischem Verhalten
beschrieben werden kann, so wird die Traglast des imperfekten Stabes bei jedem
Material irgendwann durch den Bruch bestimmt. Allein aus dieser Limitation
kann die ideale Verzweigungslast nie erreicht werden, wie an der
zu erkennen ist. Wie weit die tatsdchlich aufnehmbare Last von der idealen
Verzweigungslast abweicht, ist bei ideal-elastischem Materialverhalten von der

Lastausmitte und der Schlankheit abhéngig. Die zeigt, dass das
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Versagen bei kleinen Schlankheiten durch den Materialbruch bestimmt wird.
Folgend nehmen die Abweichungen zwischen der klassischen Verzweigungslast
und der tatsichlichen Traglast mit sinkender Schlankheit zu. Die Differenz wird
mit steigender Lastausmitte zusétzlich vergrofert.

F/Féinfol M
A A
Bruch -
M
Ru - A - .
Bruch M
1 Po=mm===== ] - f’F‘u
] 0.75- F3,
€1 B R . 0.5-F,
Vw2,m 7w2,m
(a) Last-Verformungs-Kurve (b) Gleichgewichtslagen
A Einwirkung nach TH. II. O. Grenzwiderstand

----- O Verzweigungslast

Abbildung 1.4: Tragverhalten des imperfekten, linear-elastischen Stabes mit
Bruchkriterium

N / (A - fu) Eulerkurve

4 (Verzweigungsproblem) %
Y gungsproblem A
zentrische Drucktragfahigkeit
1o e fu
@®0.01-%
=0 @0.10-k
®1.0-k PR >e
@6.0-k Eu
® ©
k ... Kernweite
fu
® €9 = oo (reine Biegung) )\ v
(a) Tragfahigkeitsverlauf (e; = 0) (b) Materialgesetz

Abbildung 1.5: Normalkrafttragfdhigkeit bei linear-elastischem Materialverhal-
ten mit Bruchkriterium in Abhéngigkeit von Schlankheit und
Lastausmitte eg




1.3 Charakteristik des Knickstabes

1.3.3 Verhalten bei multi-linearem bzw. nichtlinearem
Materialverhalten mit Bruchkriterium

Beton verhilt sich bei Druckbeanspruchung degressiv nichtlinear (siehe
tel 2). Bei Biegung mit oder ohne Normalkraft kann es zusétzlich zur Rissbil-
dung kommen, wodurch das nichtlineare Verhalten zusétzlich verstarkt wird.
In Stahlbetonbauteilen nimmt die Steifigkeit bei steigender Beanspruchung ab.
In der [Abbildung 1.6b]ist dies an der konvex gekriimmten M;-Kurve erkennbar.

Es konnen drei Falle eintreten:

1. Versagen durch Stabilitdtsverlust: So lange das d&ulere Moment lang-
samer zunimmt als das innere Moment, ist ein stabiler Gleichgewichts-
zustand moglich. Wird der Zustand erreicht, bei dem die Einwirkung
schneller zunimmt als der Widerstand, liegt ein Stabilitdtsversagen vor.
Bei Laststeuerung nehmen die Auslenkungen eines Stabes bei gleichblei-
bender Kraft schlagartig zu, bis der Bruchzustand erreicht ist (graue Linie
in . Bei Wegsteuerung muss die resultierende Stabléngs-
kraft mit zunehmender Auslenkung abnehmen, um das Gleichgewicht in-
nerer und duferer Krifte aufrecht zu erhalten (schwarze Linie in [Abbil]
. Werden die Gleichgewichtslagen betrachtet (Abbildung 1.6a
ist das Stabilitdtsversagen am Bertihren der M,- und M;-Verldufe bei
gleicher Tangentensteigung zu erkennen. Bei idealem linear-elastischen
Materialverhalten nimmt die Steigung der Last-Verformungs-Kurve hin-
gegen mit zunehmender Kraft kontinuierlich ab, bis der Bruchzustand
erreicht wird.

2. Versagen durch Bruch: Dieses Versagen tritt auf, wenn das Mate-
rialversagen vor dem Stabilitdtsversagen eintritt. In diesem Fall ist die
Tangentensteigung des inneren Momentes beim Versagen grofier als die

Steigung des dufleren Momentes (siehe |[Abbildung 1.7al).

3. Bruch und Stabilitdtsversagen gleichzeitig: Der Sonderfall, bei dem

1. und 2. zusammenfallen (siehe [Abbildung 1.7b)).

Die Betrachtung der Gleichgewichtslagen von Einwirkung und Widerstand wird
im [Kapitel 6] bei der vereinfachten Bemessung mit dem Nennkriimmungsverfahren
aufgegriffen. Da diese erst nach einer Systemberechnung méglich ist, miissen
Vereinfachungen getroffen werden, um diese Betrachtungsweise fiir eine héan-
dische Bemessung nutzbar zu machen. Im Zuge der Beschreibung der Grund-
lagen des Nennkriimmungsverfahrens ff.) wird gezeigt, mit welchen
Annahmen die M-w-Beziehung fiir Stiitzen in die zur Bemessung geeignete
M-k-Beziehung umgeformt werden kann.
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F / Flljim-cl M
A A
IMa
Bruch
RU.
MiI I
1.0 G--Nmmmmmmmmmomne-
Bruch B Stabilitdtsversagen
E,Il]I (;1_ ; .\_\\ Féi""el'
ey Stabilitatsversagen R ! i Bt R
"wg,m 'w2,m
(a) Last-Verformungs-Kurve (b) Gleichgewichtslagen

A Einwirkung n. TH. II. O. (nl. Materialverhalten) - Wegsteuerung
A Einwirkung n. TH. II. O. (nl. Materialverhalten) - Laststeuerung
———  Einwirkung n. TH. II. O. (lin.-el. Materialverhalten)

——  Grenzwiderstand
----- O Linear-elastische Verzweigungslast

Abbildung 1.6: Tragverhalten des imperfekten Stabes bei nichtlinearem Mate-
rialverhalten und Versagen durch Stabilitdtsverlust
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(a) Bruch vor Stabilitétsverlust
(b) Bruch und Stabilitdtsverlust

Abbildung 1.7: Gleichgewichtslage bei Versagen durch Bruch und Bruch mit
Stabilitatsverlust
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1.3 Charakteristik des Knickstabes

Das Verhalten von Betonstiitzen unterschiedlicher Bauteillingen bei gleicher
Lastausmitte kann der [Abbildung 1.8 entnommen werden. Bei kleinen Schlank-
heiten (hier: bis A = 60) wird das Tragverhalten durch den Materialbruch be-
stimmt. Mit steigernder Schlankeit wird die Traglast durch den Stabilitéts-
verlust limitiert. Der N-M-Punkt bei der héchsten Tragfihigkeit entfernt sich
hierbei immer mehr vom Grenzzustand des Materialbruchs des am hochsten
beanspruchten Querschnitts. Die Stiitze mit der Schlankheit A\ = 80 stellt hier-
bei den Sonderfall dar, bei dem der Materialbruch und der Stabilitdtsverlust
zusammenfallen.

N
A
R, lN
A =0, bzw. TH. L. O. ——ﬂBO— e; =0
A=20 =06k
A =40 <

eo k... Kernweite

A= —
Ll /A

(a) N-M-Darstellung

(b) System

Abbildung 1.8: Einfluss der Schlankheit auf das Tragverhalten von Stahlbeton-
stiitzen

Wird das Tragverhalten einer Stiitze mafigeblich durch die Rissbildung be-
stimmt, kann die Vorspannung eine wirksame Mafinahme zur Traglaststeige-
rung darstellen. Die Vorspannung vermindert zwar die Drucktragfahigkeit, doch
gleichzeitig kann die Biegesteifigkeit iiber einen weiten Lastbereich hoch gehal-
ten werden indem die Rissbildung verzégert wird. Das Entfernen des Grenz-
zustandes des stabilen Gleichgewichts vom Grenzzustand der Materialtragfa-
higkeit kompensiert hierbei in vielen Féllen die reduzierte Drucktragfdhigkeit.

In Seite ff. erfolgt die genauere Beschreibung der Auswirkungen
durch die Vorspannung.
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1 Einfiihrung

1.4 Ziel der Arbeit und Beschreibung der
Vorgehensweise

Der Anspruch dieser Arbeit ist es, einen wertvollen Beitrag zur nichtlinearen
Berechnung von Betonstiitzen zu liefern. Hierbei wird der Fokus auf die Be-
stimmung des Tragverhaltens mittel- bis hochschlanker Stiitzen () : 80 bis 200)
unter wirklichkeitsnaher Beriicksichtigung der Rissbildung und Modellierung
von Kriechen und Schwinden gelegt. Mit dieser Arbeit als Grundlage kénnen
Stiitzen aus genormten als auch utrahochfesten Betonen unterschiedlicher Be-
wehrungsausbildung (schlaffe und vorgespannte Bewehrung, Faserbewehrung
oder deren Kombination) berechnet werden. Aus diesem Grund werden hier in
erster Linie Ansétze auf mechanischer Grundlage vorgestellt und entwickelt,
mit denen die gesamte mogliche Bandbreite an Anwendungsfillen abgedeckt
werden kann.

Die Werkstoffcharakterisierung fiir die Verformungsberechnung und Bemessung
(Verhalten bei Druck- und Zugbeanspruchung, Kriechen und Schwinden) er-
folgt in Hierbei wird auch auf die Beschreibung des Zugtragver-
haltens von faserbewehrten Beton eingegangen. Die Zugversteifung ist eine we-
sentliche Eigenschaft von gerissenem Stahlbeton. Sie wird in[Kapitel 3| beschrie-
ben, wobei zusétzlich zu konventionellen Modellen eine neue Betrachtungswei-
se vorgestellt wird, bei der unter Einhaltung des Kréftegleichgewichts und der
Verformungskompatibilitdt sowohl die Stahl- als auch die Betonarbeitslinien
auf Zug modifiziert werden. Diese Mafinahme erlaubt eine bessere Beschrei-
bung der Spannungsverldufe im Querschnitt bei kombinierter Momenten- und
Normalkraftbeanspruchung. Nichtlineare Systemberechnungen sind in der Re-
gel iterativ und fithren zu kontinuierlicher Interaktion zwischen Querschnitts-
und Systemberechnungen, die in den Kapiteln [4] und [5] beschrieben werden.
Besondere Beriticksichtigung findet hier die realitdtsnahe Erfassung der Sys-
temantwort auf Kriechen und Schwinden, die iiber Zeitschrittberechnung er-
folgt. Auf die Bemessung von Stiitzen wird in eingegangen. Hier
werden die Grundsétze und Schwierigkeiten einer allgemeinen nichtlinearen Be-
messung angefithrt und die vereinfachten Bemessungsanséitze aktueller Normen
(ON-EN1992-1-1| (2011)), IDIN-EN1992-1-1| (2011))) beschrieben. Die Erkennt-
nisse der Kapitel [I] bis [f| bilden die Grundlagen einer Parameterstudie. Ziel
der Studie ist die Quantifizierung der Einfliisse von Kriechen und Schwinden
auf die Traglast vorgespannter und schlaff bewehrter Stiitzen. Hierbei wird der
Einfluss der Vorspannung auf die Tragféhigkeit beschrieben und quantifiziert.
Die konsequente Erweiterung der vereinfachten Bemessungsverfahren fiir die
Bemessung (Nennkriimmungs- und Nennsteifigkeitsverfahren) fiir die Bauteile
aus UHPC konnen die Frage der grundsétzlichen Eignung dieser Verfahren zur
Bemessung von ultrahochfesten Stiitzen beantworten. Den Abschluss der Ar-
beit bildet die Dokumentation und Nachrechnung von Versuchen, die im Zuge
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dieser Arbeit durchgefithrt wurden (Anhang A). Das Hauptaugenmerk wird
hierbei auf den Einfluss der Vorspannung auf die Tragfdhigkeit schlanker bis
hochschlanker UHPC Stiitzen gerichtet. Neben der Ermittlung der Bauteilfes-
tigkeiten an Versuchskorper sehr kleiner Schlankheiten, werden hier zusétzlich
auch die Auswirkungen zeitlicher Einfliisse, sowie sehr kleiner Lastausmitten
und iiber die Stiitzenlénge verdnderlicher Lastausmitten versuchstechnisch be-
stimmt. Die Versuchsnachrechnungen bestétigen die in dieser Arbeit vorgestell-
ten Modellbildungen und Berechnungsverfahren.
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2 Materialmodelle

Die Ermittlung der Querschnittstragfahigkeit basiert auf Spannung-Dehnungs-
Beziehungen, die als Verhalten einer Faser interpretiert werden kénnen. In der
Regel werden Arbeitslinien aus einachsigen Versuchen ermittelt, indem gemes-
sene Lingendnderungen den aufgebrachten Spannungen zugeordnet werden.
Beton ist ein Material, das von Rissbildung gepriagt wird. Mit Einsetzen der
Rissbildung sind Spannungs-Dehnungs-Beziehungen von der Betrachtungsliange
abhéngig und somit nicht mehr eindeutig. Die Annahme eines Wirkungsberei-
ches wird notwendig.

Zunachst wird das realitdtsnahe Tragverhalten von Beton unter Druck- und
Zugbeanspruchung beschrieben, das vor allem fiir die Schnittgréffenermitt-
lung und Verformungsberechnungen benétigt wird. Zusétzlich wird der Einfluss
durch Faserzugabe, insbesondere fiir das Zugtragverhalten erlautert. Hierbei
stellt ein auf mechanischen Grundlagen basierendes Modell den Schwerpunkt
dar. Nach der Beschreibung des Zug- und Drucktragverhaltens bei kurzzeitiger
Beanspruchung folgt die Erlauterung und Quantifizierung zeitlicher Einfliisse.
Weiter werden Arbeitsgesetze vorgestellt, die fiir die Bemessung im Grenzzu-
stand der Tragfdhigkeit herangezogen werden kénnen. Um die Thematik der
relevanten Materialmodelle abzurunden, erfolgt abschliefend eine sehr kurze
Darstellung der Eigenschaften gebrduchlicher Stdhle im Massivbau.

2.1 Beton, realitdtsnahe Stoffmodellierung fiir
nichtlineare Berechnungen

2.1.1 Beton unter Druckbeanspruchung

Im Beton werden die Kréfte iber das Zweiphasensystem Matrix und Zuschlag
iibertragen, wobei die einzelnen Korner des Zuschlags iiber den Zementstein
zusammengehalten werden. Durch das Gefiige des Betons entstehen bei der
Weiterleitung von Druckkriften Zugspannungen im Zementstein (siehe
. Mit zunehmender Druckspannung bilden sich Mikrorisse, die sich
bei weiterer Spannungserh6hung zu Makrorissen vereinigen und letztendlich
Bruchflaichen entstehen lassen. Dieser Vorgang fiihrt zu einem sehr ausgepragt
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2 Materialmodelle

nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Verhalten. Bei Normalbeton stellt der Ze-
mentstein den Schwachpunkt dar, weshalb die Risse in der Regel um die Zu-
schlagkorner verlaufen.

U VI

S G G N

(a) Isochromatenbild  (b) Spannungstrajektorien (c) Spannungsverteilung

Abbildung 2.1: Innere Spannungsverlaufe in druckbeanspruchten Normalbeton
nach [Wischers und Lusche| (1972)

Je hoher die Druckfestigkeit des Betons wird, desto hoher wird auch die Fes-
tigkeit des Zementsteins. Um die Druckfestigkeiten von ultrahochfesten Beto-
nen zu erreichen, werden reaktive Zusatzstoffe (Silikastaub) hinzugefiigt, das
Wasser-Bindemittel-Verhéltnis reduziert und die Sieblinie optimiert. Zusatzli-
che Warmebehandlung fiihrt zu chemischen Reaktionen, die mit einer Festig-
keitssteigerung einhergehen. Die hohe Packungsdichte und der niedrige Wasser-
Bindemittel-Wert (< 0.25) fithren zu geringer Porositit, wodurch der Linear-
bereich der Arbeitslinie vergréfiert wird. Da die Bruchfestigkeit von hochfesten
Betonen zunehmend vom Bruch des Zuschlags bestimmt wird, wird das Bruch-
verhalten zunehmend sproder.

Sowohl [ON-EN1992-1-1| (2011)), [DIN-EN1992-1-1] (2011)), [CEB-fib| (2013) als
auch |(CEB-fib| (2008]) wahlen zur realitdtsnahen Beschreibung der Arbeitslinie
folgende Funktion:

O, k-n—n?
oo ken-nt 1)
fom 1+(k=2)-n
mit: k ... Plastizitdtszahl
n=¢eclect
€ct ... Stauchung bei Hochstwert der Betondruckspannung

Die Plastizitatszahl stellt das Verhéltnis des Tangentenmoduls zum Sekanten-
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modul bei Hochstspannung dar:

k=1.05-FEcm-  |ec1]/fem (2.2)

— ~—
Ecm,tan 1/Ecm,sek bei fem

Die eben erwahnten Quellen unterscheiden sich lediglich im Ansatz der Plasti-

zitdtszahl (siehe [Tabelle 2.1J).

Tabelle 2.1: Tangentenmodul und Dehnung bei Héchstspannung

Quelle Ecmytan[b] Ecl giiltig
[N/mm?] [%o0] bis

EN 1992-1-11 1.05-22000 - ap - (fem/10)%%  —0.7- %31 <2.8 C90/105

CEB-fib| (1993) 21500 - o - (fem/10) Y3 -2.2 C80/95

CEB-fib| (2013) 21500 - ok - ( fem/10)'? k. Formel! C120

CEB-fib] (2008) 20500 - ok - ( fem/10)'/3 -1.60-(fem/10)°*® €120

2|ON-EN1992-1-1| (2011) bzw. DIN-EN1992-1-1| (2011
b ag ... Einfluss der Zuschlagsart auf den E-Modul (Tabelle 2.2))

¢ keine Formel angegeben (Werte liegen im Bereich jener aus |[CEB-fib| (2008]))

Tabelle 2.2: Einflussfaktor der Gesteinsart auf den E-Modul nach |(CEB-fib
(2013) und |CEB-fib| (2008))

Art des Zuschlags agR ‘ Art des Zuschlags ag
Basalt, dichter Kalkstein 1.2 | Kalkstein 0.9
Quarz und Quarzite 1.0 | Sandstein 0.7

In Ma| (2010) wird ebenfalls die zur Beschreibung des Betonver-
haltens auf Druck angesetzt. Hier wird die Plastizitédtszahl jedoch durch eine
Regressionsfunktion beschrieben, die fiir alle Betongiiten von Normalbeton bis
zum UHPC giiltig ist:

Ecm,tan *Ecl

k= f — A(B’fcm) + C (23)
mit: A=1.04

B=36.3

C=1.15

Fiir grobkoérnigen UHPC mit Basaltsplitt empfiehlt Ma den Tangentenmodul
mit Eem tan = 10200 - fclr{lg und fir feinkérnigen UHPC mit Quarzsand mit
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Ecm tan = 8800 - fc%g anzusetzen. Verglichen mit einer Vielzahl an Versuchs-
ergebnissen, betragen die Abweichungen der [Gleichung 2.3] nach dem Verfasser
nicht mehr als +10 %.

-200 - -200 gy
* nach Ma . :
(im EC2 nicht gcrogolt)y@ ;
-160 ; i -160 y \.
og 7 C90/105 C\g /
-120 C80/95 -120
& 7 - C60/75 E /
Z. / ﬂ( | . Z. / Strsubereih\
o -80 / g giggg o -80 N be iiblichem
— > F hal
/ TN C30/37 D i
40 LN oo -40
/\ v
T+ -CI12/15 (U)HPC ohne Fasern
0 : Ecl Ecul | 0 |
o 1 -2 -3 -4 5 o 2 4 -6 -8 -10
e [Yoo] €c [Yoo]
(a) Ausgewihlte Arbeitslinien (b) C190 - Einfluss des Faserge-
nach |ON-EN1992-1-1] (2011 halts auf das Nachbruchverhal-
und C190 ten

Abbildung 2.2: Nichtlineare Arbeitslinien fiir die SchnittgréfSenermittlung und
Verformungsberechnung gemif |[ON-EN1992-1-1| (2011), Ab-

schnitt 3.1.5 (C190 nach (2010))

Die zeigt acht nach den Bestimmungen der
(2011) - Abschnitt 3.1.5 entwickelte nichtlineare Arbeitslinien (C12/15 bis

C90/105). Zuséitzlich ist der Spannungs-Dehungs-Verlauf eines ultrahochfesten
Betons der Giite C190 (Annahme: fen, = fox +8) aufgetragen. Es ist deutlich zu
erkennen, dass die Nichtlinearitéit der Arbeitslinie mit zunehmender Druckfes-
tigkeit abnimmt. Bei den Betongiiten C12/15 bis C50/60 darf der Nachbruch-
bereich nach Erreichen der Druckfestigkeit noch bis zu einer Grenzdehnung
€cul = —3.5 %o ausgenutzt werden. Der anrechenbare Nachbruchbereich nimmt
ab dem C50/60 bis zur letzten genormten Betongiite C90/105 (bzw. C100/115
gem. DIN-EN1992-1-1/NA| (2011)) konstant ab. Dadurch soll dem zunehmend
sproderen Verhalten bei ansteigender Druckfestigkeit Rechnung getragen wer-
den. Es sei an dieser Stelle erwihnt, dass der abfallende Ast der Spannungs-
Dehnungs-Linie nach dem EC2 nur als erste Ndherung zu verstehen ist, die
immer angesetzt werden darf. Der Verlauf der Entfestigung ist sehr stark von
der Bauteilgeometrie, der Beanspruchungssituation und den Randbedingungen
wie Biigel, Fasern, Teilflichenbelastung, Querdruck, usw. abhéngig. Er stellt
also keine reine Materialgréfie mehr dar. Ist das Nachbruchverhalten von Be-
ton fiir die Berechnungsergebnisse von Bedeutung, sollte dieses mit dem com-
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pression damage zone model bzw. dem Biegedruckzonenmodell (CDZ-Modell,
BDZ-Modell vgl. [Jensen und Shah| (1997), [Konig et al.| (1999)) erfasst werden.
Das Stabilitatsversagen schlanker Bauteile wird nicht durch das Nachbruchver-
halten des Betons auf Druck bestimmt. Daher wird auf die Modellierung dieses
Effektes nicht ndher eingegangen.

In der ist das qualitative Nachbruchverhalten des UHPC C190

dargestellt. Ohne Faserzugabe verhélt sich ultrahochfester Beton ausgespro-
chen sprode. Mit ansteigendem Fasergehalt wird das Nachbruchverhalten zu-
nehmend duktiler. Durch die Querdehungsbehinderung kann die Druckfestig-
keit ebenfalls gesteigert werden (in dernicht abgebildet). Durch
die starke Abhéngigkeit der Umschniirungswirkung und des Nachbruchverhal-
tens von Fasergeometrie, -gehalt und -ausrichtung ist die Streuung im Entfesti-
gungbereich sehr grofl und sollte in wichtigen Féllen an begleitenden Versuchs-
korpern bestimmt werden.

2.1.2 Beton unter Zugbeanspruchung

oA oA oA
| B_C | B_C
fct B - i@ fct B fct
[
! —
e = T o
X |
[ !
B D | D
A L » Ac . >
Allg Allc Al e-l wle w=Al—-¢-1
(a) Verhalten am (b) Ungerissener (c) Gerissener Bereich
Probekoérper Bereich
wlo w|p
AF AF 1 1 :
x 2 B L. .
< < . o 3
+ + 3 hy
N Sk
YVE € 3P € F e F E

(d) Qualtitative Darstellung der Langsverformungen in vier Stadien

Abbildung 2.3: Zugtragverhalten von Beton nach [Dudal (1991)

Die Zugfestigkeit wird wie die Druckfestigkeit wesentlich vom Zementstein be-
einflusst, betrdgt jedoch nur einen Bruchteil der Druckfestigkeit. Wird ein Be-

tonkorper, wie in dargestellt, zentrisch gezogen, verhilt sich
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dieser bis ca. 70 % der Zugfestigkeit nahezu linear-elastisch (Bereich @). Mit
Bildung erster Mikrorisse ist ein leichter Dehnungsanstieg zu verzeichnen (sie-
he Pfad @). Ab ca. 90 % der Zugfestigkeit (Punkt B) nimmt die Mikrorissbil-
dung stark zu, wodurch die Dehnung der Zugprobe schnell anwéchst. Bei Er-
reichen der Zugfestigkeit kommt es zur Lokalisation eines Makrorisses (Punkt
C). Die Risséffnung kann nun, wie in [Abbildung 2.3| dargestellt, einem fik-
tiven Einzelriss (vgl. [Hillerborg et al| (1976))) oder einem Bereich (vgl. Riss-
bandmodell nach [Bazant| (1983))) zugeordnet werden. Der ansteigende Ast der
Spannungs-Dehnungs-Linie wird als Vereinfachung oft ideal elastisch angenom-
men (Punkt B). Wird der Probekdrper nach Erreichen der Zugfestigkeit weiter
verlangert, 6ffnet sich der lokalisierte Makroriss bei gleichzeitiger Spannungs-
abnahme (Entfestigung) zunehmend. Die Dehnung im restlichen Probekorper
geht durch die Spannungsabnahme wieder zurtick (siehe Abbildungen und
. Letztlich existiert eine Riss6ffnung, ab der iiber den Riss keine Zugspan-
nung mehr tibertragen werden kann (Punkt D). Mit Erreichen dieses Zustandes
ist der Probekorper vollstdndig getrennt.

Tabelle 2.3: Rechnerische Bestimmung der Bruchenergie Gy in [N/mm]

Literatur Bruchenergie Gy

f 0.7
Gr = GFro - ( fan)
CEB-b (1998) PR, ]

Gro 0.025 0.030 0.058 [N/mm]

Gr =Grg-In (1 + flcg)n) < Grax
Remmel (1994)
Kornart Gro Grmax
N/mm N/mm
Kies 0.065 0.143

Basaltsplitt  0.106 0.185

10
GF:0.18-(1—O.77- )
fem

fir:
fem 2 7.7 N/mm®

CEB-fib| (2008)

CEB-fib (2008),
CEB-fib| (2013

G =0.073 . f0.18

m

Die unter der Spannungs-Rissoffnungs-Kurve eingeschlossene Fléiche entspricht
der Bruchenergie G, die entweder direkt aus Versuchen bestimmt oder mit

theaoretischen Ansatzen ans der Literatnr nhgpqr’hﬁ‘m‘r werden kann (siehe [Ta-
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[belle 2.3). In den Ansitzen wird der Einfluss des Korndurchmessers unter-
schiedlich bewertet. Im Modelcode 1990 ist dieser noch vorhanden. Bei der
Verfassung des Modelcode 2010 fehlt die Beriicksichtigung des Korndurchmes-
sers, weil die Meinung vertreten wird, dass die Kornart (vor allem die Form)
mehr Einfluss auf die Bruchenergie hat, als der Korndurchmesser. Auch

(1994) kommt zu &hnlichen Erkenntnissen.

Bei Verwendung dieser Ansitze flr UHPC mit einer Giite von beispielswei-
se C150 (fem = 158 N/mm?) erhilt man Werte fiir Gy in der Grofenordnung
von 160 bis 200 N/mm?. Hier zeigt sich eine erhebliche Diskrepanz zu Ver-
suchsergebnissen. erhilt Bruchenergien in der Gréflenordnung von
ca. 60 N/m fiir Feinkorn-UHPC und ca. 90 N/m fir Grobkorn-UHPC und
liegt mit seinen Werten weit unter den Vorhersagemodellen. Es existieren nur
wenige systematische Priifungen betreffend dem Bruchverhalten von reinem
UHPC. Daher wird die Bruchenergie im Zuge dieser Arbeit mit 60 N/m fir
Feinkorn-UHPC und 90 N/m fiir Grobkorn-UHPC angesetzt. Diese Vorgehens-
weise wahlen auch [Pfyll (2003)), [Leutbecher]| (2007) und [Reichell (2010).

1.0g

o Normalbeton

x  Leichtbeton
'T' priméire
— 0.6 Tragwirkung
@
\.'Z:' 0.4 sekundére
b Tragwirkung
0.2
0.0 : ey T
0.00 0.04 0.08 0.12

Abbildung 2.4: o-w-Beziehung aus Versuchen nach (1991)

Das Spannungs-Risséffnungs-Verhalten kann nach (1991)), siehe [Abbil-
mit zwei Haupttragwirkungen beschrieben werden. Die primére Trag-

wirkung wird durch die schrittweise Zerstorung des Haftverbundes zwischen
der Matrix und dem Korn bestimmt. Ist der Haftverbund iiberschritten, domi-
niert zwischen den Rissufern der Reibungsverbund (sekundédre Tragwirkung),
wobei die primére und sekundéire Tragwirkung flieBend ineinander {ibergehen.
Dieses duflerst komplexe Verhalten kann durch lineare, bi-lineare, multi-lineare
Verldufe oder Funktionen hoherer Ordnung angendhert werden. Die[Tabelle 2.4]
gibt einen Uberblick.
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Tabelle 2.4: Modellierung der Spannungs-Riss6ffnungs-Beziehung

Form der

o-w-Beziehung Quelle Anmerkungen

linear Pfyll (2003 Tragverhalten Faser-
Leutbecher| (2007) beton (UHPC)
CEB-fib| (1993

bi-linear CEB-fib (2013 Dormal- und Hochfest-
CEB-fib| (2008

Exponential- Hordijlc (]1991[) Normal- und Hochfest-

funkti Duda/ (1991 beton

unktion Remmel| (1994

Lineares Entfestigungsmodell

Die einfachste Modellierung der Entfestigung ist der lineare Verlauf der Span-
nungs-Riss6ffnungs-Beziehung. Die Grenzrissbreite ab der keine Zugspanungen
mehr iibertragen werden kénnen ergibt sich hierbei zu:

2-Gf
We = 2.4
fct ( )
Bi-lineares Modell nach |CEB-fib| (1993) und |CEB-fib| (2013)
5/ fotm 5/ fotm %/ fotm
1.0 1.0
0.15 0.2
& (%] w w
w1 We w1 We

(a) o-e-Verhalten (b) o-w-Verlauf nach (c¢) o-w-Verlauf nach

(vor Bruch)

Abbildung 2.5: Zugverhalten nach |CEB—ﬁb| (]1993[) und |CEB—ﬁb| q2013[)

Im Modelcode wird neben der Spannungs-Riss6ffnungs-Beziehung auch ein Mo-
dell der Spannungs-Dehnungs-Beziehung im ungerissenen Zustand angegeben

(Abbildung 2.5a)). Die Riss6ffnung, bei der keine Zugspannung mehr iibertragen
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werden kann wird im Modelcode 1990 in Abhéngigkeit des grofiten Korndurch-
messers gesetzt. Der Ubergang von primérer zur sekundirer Tragwirkung er-
folgt abrupt bei der Rissbreite w; und der zugehoérigen Zugspannung 0.15- fe4m

(siehe [Abbildung 2.5b)).

w = 29 015w, (2:5)
ctm
We = QF - Gr (2.6)
fetm
8 ... bei g =8 mm
mit ap ={7 ... bei @, =16 mm
5 ... bei @z =32 mm

Nach dem Modelcode 2010 wird w, hingegen unabhingig vom Korndurchmesser
berechnet. Weiter betrdgt die zu wy zugehorige Zugspannung 0.2 « fer (siehe

Abbildung 2.5¢)).

Gr
Wy = 2.7
' fctm ( )
Gr
We=H- 2.8
fctrn ( )

Modell von Hordijk| (1991)

Hordijk beschreibt die Spannungs-Risséffnungs-Beziehung mit einer exponen-
tiellen Funktion, die er durch Regression von Versuchsergebnissen findet:

3

oc(w w w w
o( ): 1+(c1~) ~exp(—02~)—~(1+c?1’)'exp(—62)
fet W0 W0 W0
(2.9)
. GFro
mit: ¢ =3; ¢ =6.93; wyp =5.14- 7
ct

Modell von |Dudal (1991)

Auch Duda wéhlt einen exponentiellen Ansatz zur Beschreibung der Spannungs-
Riss6ffnungs-Beziehung (Abbildung 2.6). Im Gegensatz zu Hordijk entwickelt

er die Funktion auf Basis mechanischer Zusammenhénge. Der Vorteil liegt hier
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in der Anpassungsmoglichkeit an unterschiedliche Betonsorten und Betongii-
ten. Nachteilig wirkt sich jedoch der erhohte Aufwand zur Bestimmung der
Funktionsargumente aus.

o(w) = 0,0 €xp (— (w/wa)z) + op,0 - exp (—w/wp) (2.10)

priméire Tragwirkung sekundéare Tragwirkung

Der Abfall am Beginn der o-w-Beziehung kann mit o, ¢ und w, und der End-
verlauf mit o0 und wy gesteuert werden. Duda schlagt vor, 0,0, Wa, Ob0
und wy, an Versuchen zu kalibrieren. Bei fehlenden Versuchsdaten kénnen diese
Parameter wie folgt abgeschétzt werden:

3 Gr
= — 2.11
v 5 + ﬁ fct ( )
1 G

_ Rt 2.12
P TIBY VA5 (212)
02,0 ¥ 2/3 fet (2.13)
Ob,0 = fet = a0 2.14)

o(w)/ fet
A

Ta,0

~ 0.37 - 040

%037 . O’b’g

N
L4

w

Abbildung 2.6: Ansatz nach Dudaj (1991])
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Modell von (1994)

o(w)/ fet 1.15

1

fer

2 /
1.025

w1 w2 "W 1 12 14 16 18 2
c

(a) Ansatz nach (b) ¢ - ¢/T'(1/c) - Verlauf
Abbildung 2.7: Ansatz nach (1994))

Tabelle 2.5: Parameter der o-w-Beziehung nach |Remmel| (1994))

Zuschlagsart
Parameter | Kies Basaltsplitt
8 mm bzw. 16 mm | 16 mm
fu fer = fi2
0.17 bzw. 0.20 0.24
ft2 (1+06fct) (1+O6fct)
<0.60 bzw. <0.70 | <0.85
c Gp G
w1 F(l/c) ftl mit Gg1 = G 0.5'ft2'w2
v 160 250 (fer <4.2 N/mm”)?

200 (fer > 4.7 N/mm?)?

& Zwischenwerte interpolierbar

Remmel modifiziert das Modell von Duda und entwickelt einen fiir Normal- und
Hochfestbetone bis zu einer Druckfestigkeit von 125 N/ mm? giiltigen Ansatz
. Im Gegensatz zum Ansatz von Duda verlauft der sekundére
Traganteil linear, mit einer maximalen Risséffnung ws. Uber den Faktor c,
der mit zunehmender Druckfestigkeit gegen eins geht, kann die Volligkeit des
Primaranteils gesteuert werden, um das Verhalten von Beton hoherer Festigkeit

25



2 Materialmodelle

besser beschreiben zu konnen.

o(w) = fu -exp(— (w/w1)0)+ fro - (1 —w/ws) (2.15)
—
primére Tragwirkung sekundéare Tragwirkung

mit: w < wq

Die Parameter der obigen Gleichung kénnen der entnommen wer-
den.

Vergleich der Modelle

6 6
fe = 31N/mm? fo = 54N/mm>
5 5
4 4
©3
2 |
1 )
0 H 5 ; ST e
0.2 0.3 0 0.1 0.2 0.3
w w
6
b fe = 127N/mm?
5
4 O Versuch
C\\ — linear
03 — Remmel
\ — Duda
21 — Hordijk
— MC 2010
! ---MC 1990
1 'S N
0 -
0 0.1 0.2 0.3

w

Abbildung 2.8: Vergleich ausgewéhlter Zugversuche Von (1994) mit o-
w-Modellen

In der sind die Spannungs-Rissoffnungs-Verldufe aus Zugver-
suchen nach (1994) abgebildet. Die drei Kurvenverliufe zeigen das
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Zugtragverhalten von Normal- bis Hochfestbeton. Grundsétzlich bilden alle
Modelle das Tragverhalten gut ab, wobei die Qualitdt mit steigender Ordnung
der Funktionen besser wird. Das einfachste Modell, der lineare Entfestigungs-
verlauf, passt sich dem realen Verhalten mit zunehmender Betongiite immer
besser an. In Anbetracht des Berechnungsaufwandes und der méglichen Streu-
ung des Zugtragverhaltens bietet die bi-lineare Modellierung der Entfestigung
ebenfalls ausgezeichnete Ubereinstimmung. Das Modell von [Duda) (1991) zeigt
die beste Abbildung der Realitdt, was zum Teil sicher auch daran liegt, dass
er seinen Ansatz an diesen Versuchen kalibriert hat. Die Ergebnisse lassen dar-
auf schlieflen, dass der lineare und der bi-lineare Entfestigungsverlauf bei der
Modellierung von UHPC vollkommen ausreichend sind.

2.1.3 Einfluss von Fasern auf das Zugtragverhalten

Durch Faserbeigabe wird das Zugtragverhalten von Beton stark beeinflusst.
Durch Verzogern des entfestigenden Verhaltens steigt die Duktilitdt. Die Nach-
risszugfestigkeit kann je nach Fasergehalt unter oder sogar tiber der Matrix-
zugfestigkeit liegen. Die Grenze zwischen diesen beiden Verhaltensweisen wird

als der kritische Fasergehalt bezeichnet (sieche [Abbildung 2.9)).

tiberkritischer
Fasergehalt

kritischer
Fasergehalt

unterkritischer
Fasergehalt

ohne Fasern

Abbildung 2.9: Qualitatives Zugtragverhalten mit und ohne Fasern

Die mechanische Wirkung von Fasern ist mit jener der Stabbewehrung ident.
Grundsétzlich kann zwischen mechanischem, Reib- und Haftverbund unter-
schieden werden. Bei Stabbewehrung prégen die Rippen den mechanischen Ver-
bund, bei Fasern wird dieser durch Endhaken oder wellenférmige Ausbildung
der Fasern realisiert. Mit Erreichen der Zugfestigkeit der Matrix, findet bei
steigender Rissbreite und fortschreitender Entfestigung des Betons eine kon-
tinuierliche Krafteumlagerung vom Beton auf die Fasern statt. Die im Beton
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eingebetteten Fasern leiten einen Teil ihrer Kraft im Riss iiber Verbundspan-
nungen wieder in den Beton ein. Diese Phase wird als Faseraktivierung bezeich-
net. Sie ist beendet, wenn die Mantelspannungen die Faserspitze erreichen. Ab
diesem Zeitpunkt erfolgt, sofern kein Faserreiffen vorliegt, die Phase des Faser-
auszugs. Wahrend der Faseraktivierung kann die auf die Fasern iibertraghare
Kraft gesteigert werden, die am Ende dieser Phase ihren Hohepunkt findet. In
der Auszugsphase sinkt die von den Fasern tibertragbhare Kraft proportional zur
Einbindetiefe wieder ab. Im Fasergefiige sind alle Einbindetiefen von null bis
l¢/2 vorhanden und haben die gleiche Auftretenswahrscheinlichkeit. Dadurch
wird der Spannungs-Rissoffnungs-Verlauf in der Faserauszugsphase nichtlinear

(vgl. [Abbildung 2.11)). Ist die Faser komplett aus der Matrix ausgezogen, ist

iiber den Riss keine Zugkraft mehr iibertragbar.

Mechanisches Tragmodell nach [Leutbecher| (2007))

In der Arbeit von Leutbecher wird das Tragverhalten von faserbewehrtem
UHPC auf mechanischem Weg, analog zum Stahlbeton, aus dem Kréftegleich-
gewicht und der Verformungskompatibilitdt hergeleitet. Grundsétzlich ist sein
Modell aber nicht nur auf UHPC beschrankt. Bei Anpassung des Verbundgeset-
zes ist der Ansatz allgemeingiltig. Das hergeleitete Modell basiert auf folgenden
Annahmen:

e Die Fasern sind parallel und kreuzen den Riss im rechten Winkel.

o Die Einbindeldngen der Fasern reichen von null bis l¢/2, wobei jede Ein-
bindeliange gleiche Auftretenswahrscheinlichkeit besitzt.

e Die Faserauszugsphase beginnt erst, sobald die letzte Faser voll aktiviert
ist. Es findet kein partieller Faserauszug statt.

¢ Die Verbundspannungs-Schlupf-Beziehung ist starr-plastisch.
e Die Spitzenspannung in der Faser wird vernachldssigt.

¢ Der Verformungsanteil der Betonmatrix wird bei der Ermittlung der Riss-
breite vernachléssigt.

¢ Die Fasern reiflen nicht und flieen nicht vor dem Faserauszug.

Leutbecher zeigt, dass sich das Verhalten von Faserbeton mit parallelen, die
Rissflaiche im rechten Winkel kreuzenden Fasern ndherungsweise auf das Ver-
halten der Einzelfaser zuriickfithren lasst. Da er vereinfachend festlegt, dass der
Faserauszug erst nach der Aktivierung der letzten Faser beginnt, beschreibt er
das Faserbetonverhalten mit einer Modellfaser der Lange I¢, die symmetrisch
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mit l¢/2 im Beton eingebunden ist. Um Faserfliefen und Faserreifien vor dem
Auszug auszuschliefen, muss die Faser folgender Bedingung gentigen:

LD T 210
D 2-T¢ 2-1¢
mit: fy ... Elastizitdtsgrenze des Fasermaterials
fu ... Zugfestigkeit des Fasermaterials
Annahme: starr-plastisches-Verbundgesetz
(2.17)

Die mittlere Faserspannung im Riss wihrend der Aktivierungsphase lautet:

4- Ef TE-W
4-FEe-mp-w " Bt
Ofm,r1 = ————* e L || 1-
(%] ’ 2-lg-7¢ .
2: s - 6f,shr ’ Ef
(2.18)
In der Auszugsphase gilt:
2

2 16 7 w—ﬁ —4.¢g%2
EE (26l g, +1) 1 1+ Es- o 2 fishr
16-7¢ - It (2.5* +1)2

Ofm,r1 =

(2.19)

. *
mit: €¢ g, = Efshr - (1+agspr)

Zunéchst wird an der Vorstellung festgehalten, dass alle Fasern gleich ausgerich-
tet sind und den Riss im rechten Winkel kreuzen. Sind die Fasern gleichméfig
im Bauteil verteilt, werden die den Riss kreuzenden Fasern jede Einbindeldnge
zwischen null und /¢/2 annehmen. Daraus ergibt sich im Mittel eine Einbinde-
linge von l¢/4 mit der mittleren, notwendigen Ausziehkraft:

Tple- e

. (2.20)

f
Ntmor1 = 5 s

Die mittlere Faserspannung am Beginn des Faserauszugs (Faserwirksamkeit)
betrégt:

Nemo 75+ le

mOr, = —— = —— 2.21
Ofm0,r1 A o ( )
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Mit der zugehorigen Rissbreite:

2
Ofm0,r1 = Ef gy * 28) D
woz(fo’* Fone " Bt) -2 (2.22)
4'Ef‘Tf

Bei abgeschlossener Faseraktivierung sind die Rissbreiten {iblicherweise unter
0.1 mm. Die Fasern sind in der Regel nicht alle gleich ausgerichtet und kreu-
zen den Riss daher nicht alle im rechten Winkel. Die Anrechnung variierender
Faserorientierung und dadurch verdnderter Faserwirksamkeit erfolgt pauschal
durch Multiplikation der mittleren Faserspannung im Riss mit dem Faserori-
entierungsbeiwert n und dem Faserwirksamkeitsbeiwert g:

Oftm,r =79 Ofm,r1 (223)

Die Faserbetonspannung kann durch Superposition der Betonkraftanteile und
Faserkraftanteile bezogen auf die Bruttoquerschnittsfliche bestimmt werden:

oct(w) = oc(w) - (1=pr) +1- g p- Tpu,rs (w) (2.24)
=oc(w) - (1= pg) + pt- O x (W)

Die Abbildungen und illustrieren die Zusammensetzung der Faserbe-
tonspannung anhand eines Beispiels.

10 v v T T Faserkennwerte:
aseral t1v1(>1un;| >‘| Faserauszug Er = 210000 N /1111112
8 /\ St lg/dg = 12.7/0.16 mm
&g At > //“' pe = 0.02
£ i e n=0.5
L 6/ Octor g=1
. i ot
/_g 4 \/\ ; Betonkennwerte:
et fi ohne Schwindeinfluss E, = 50000 N/1111112
S 2 mit Schwindeinfluss fu=5 N/mm2
\— Entf"ostigm@ G =60 N/’,“U
der Matrix, Ershr = —0.6 %o

0 . o
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 7 = 10 N/mm

w [mm)]

Abbildung 2.10: Faserbetonspannung wéhrend der Aktivierungsphase
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10

oef(w) [N/me]

l§/2 = 6.35 mm
\ ’L

0 —o
0 1 2 3 4 5 6 7
w [mm]

Abbildung 2.11: Faserbetonspannung iiber den gesamten Wirkungsbereich

In bestehenden Richtlinien bzw. Vorschriften sind zum Teil auf empirischem
Weg ermittelte, vereinfachte polygonale Spannungs-Risséffnungs-Verlaufe an-
gegeben, um das Tragverhalten von faserbewehrten Beton auf Zug zu beschrei-
ben (siche DBV (2001) und OBV (2008)))

Die Ansitze fiir faserbewehrten UHPC basieren fast ausschlielich auf den Er-
kenntnissen von Pilotprojekten und sind im konkreten Falle der franzosichen

und japanischen Richtlinie (AFGC (2002) und [JSCE, (2006))) auch produktspe-
zifisch.

Ansatz nach der franzosischen Richtlinie

Die zeigt den Ansatz zur Beschreibung des Zugtragverhaltens

von Faserbeton nach der franzosischen Richtlinie.

Punkt e o
It Zc
@ €e = : ft' 4
E: J
ij ( ) Obt @
wo.3 o(wo.3
@ €0.3 = ] + Ee Opt = K ftj ®
¢ ©)
o |eo v, | _olug) 7%
1% = lc e 1% = K Ej @
l : » c
@ Elim = ﬁ+€e 0 Ee €0.3 €1% Elim
‘e

Abbildung 2.12: Zugarbeitslinie fiir nichtlineare Berechnungen nach AFGC
(2002)
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Mit I¢ ist die Faserldnge, mit [, die charakteristische Lange, die im Allgemeinen
mit 2/3- h abgeschétzt wird, und mit h die Bauteilhohe festgelegt. Weiter sind
mit wy 3 die Rissbreite 0.3 mm und mit o(wp 3) die zugehdrige Zugspannung
definiert. Der Wert wyo, entspricht der Rissbreite in der Gréfle von 1 % der
Bauteilhohe (0.01 - h) und o(wyg;) der zugehorigen Zugspannung. Der Faktor
K dient der Berticksichtigung von Streuungen in der Faserorientierung und von
UnregelméBigkeiten. Er wird in [Schmidt et al.| (2008) fiir allgemeine Berech-
nungsfélle mit K = ~; = 1.25 und zur speziellen Erfassung von lokalen Effekten
(Fehlstellen) mit K =~ = 1.75 vorgeschlagen.

Ansatz nach der japanischen Richtlinie

Die japanische Richtlinie gibt keine genaue Auskunft dariiber, welcher Ansatz
zur Schnittgroflenbestimmung gewéhlt wurde. Es ist aber gut vorstellbar, dass
dieser affin zum angegebenen Bemessungsansatz ist. Die mittlere zentrische
Zugfestigkeit ist mit 11.3 N/mm? festgelegt. Die Rissbreite w; wird mit 0.5 mm
und die Rissbreite wy mit 4.5 mm definiert. Die angegebene Zugfestigkeit gilt im
Grunde nur UHPC mit einem Fasergehalt von pr = 2% und einer Fasergeometrie
von lt/@s = 15/0.2mm, denn dieser Beton wurde beim Bau der Sakata Mirai
Bridge verwendet. Die Umrechnung der Riss6ffnungen in Dehnungen erfolgt mit
der charakteristischen Lénge L.q, fiir die eine von der Bauteilhthe abhéngige,

nichtlineare Ansatzfunktion angegeben wird (siehe [y in [Gleichung 2.29)).

Punkt € <
It
) €6 = —
E. f [©) @
w1 t
() €1 =€+ —
Leq
Wo Ec
©) €1 =€+ — | ®= c
Leq Eecr €1 €2

Abbildung 2.13: Zugarbeitslinie fiir nichtlineare Berechnungen nach |JSCE
(2006))

Verteilung, Orientierung und Wirksamkeit von Fasern

Die Faserverteilung sollte im Bauteil moglichst gleichméfig sein. Fiir die Be-
messung werden Inhomogenitéten in der Verteilung zur Zeit in den Teilsicher-
heitsbeiwerten beriicksichtigt. Bei den Arbeitslinien zur Schnittgréfien- und
Verformungsberechnung bleibt der Einfluss der Faserverteilung im Moment un-
beriicksichtigt.
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2.1 Beton, realitdtsnahe Stoffmodellierung fiir nichtlineare Berechnungen

Geometrische Randbedingungen (Bauteilgeometrie und Fasergeometrie) und
Herstellungsprozesse kénnen sowohl die Verteilung als auch die Orientierung
der Fasern beeinflussen. Der Faserorientierungsbeiwert wird in der Literatur
unterschiedlich interpretiert. [Schonlinn| (1988)) und |Lin| (2000) definieren ihn als
das mittlere Verhaltnis der in Richtung der Zugbeanspruchung projizierten Fa-
serldngen zur tatséchlichen Faserldnge. Freytag und Santner| (2014]) definieren
den Faserorientierungsbeiwert als Mittelwert der Risskreuzungswahrscheinlich-
keit iiber alle in einem Volumen der Fliche A, und der Tiefe I; befindlichen
Fasern.

Grundsétzlich kann der Faserorientierungsbeiwert jeden Wert zwischen null
und eins annehmen. In Falkner und Grunert| (2011)) werden folgende Spektren
angegeben:

¢ 3-D-Orientierung  0.200 < n3p < 0.668
e 2-D-Orientierung 0.375 < 72p < 0.785
e 1-D-Orientierung  0.825 < myp < 1.000

Leutbecher] (2007)) leitet in seiner Arbeit fiir ideale zweidimensionale Faserori-
entierung 7nop = 2/m ~ 0.64 und fiir ideale dreidimensionale Faserorientierung
n3p = 0.5 her.

Eine nicht im rechten Winkel zum Riss stehende Faser wird sich im Riss in
Zugrichtung geraderichten. Dadurch entstehen Knicke in der Faser, die Um-
lenkkréfte aktivieren und den Ausziehwiderstand erhdhen. Gleichzeitig werden
durch die Umlenkung lokal Querpressungen hervorgerufen, die zum Abplatzen
von Kanten im Bereich der Stirnflichen fithren kénnen. Diese Effekte werden
zur Zeit global mit dem Faserwirksamkeitsbeiwert erfasst. Folgende Bandbreite
kann in der Literatur gefunden werden:

e |Jungwirth| (2006): ¢ = v/0.75 bei 2-D-Orientierung, g = 0.75 bei 3-D-
Orientierung.

o [Pfyl (2003)), Freytag und Santner| (2014): g = 1.0 unabhéngig von der
Faserorientierung

« Behloul (1996): 1.0 < g < 1.2

Im Fasergemenge heben sich positive und negative Effekte der Faserneigung
oftmals auf. Deswegen wird in den meisten Féllen g = 1.0 gesetzt.
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Uberfiihren der Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung in die
Spannungs-Dehnungs-Beziehung

Durch Lokalisierung eines oder mehrerer Risse stellt das Zugtragverhalten im
Entfestigungsbereich keine reine Materialeigenschaft mehr dar und kann daher
nicht ohne Kenntnis einer Bezugsldnge als Spannungs-Dehnungs-Beziehung an-
gegeben werden. Der grundlegende Ansatz zur Umrechnung von Riss6ffnungen
zu Dehnungen lautet mit der Indizierung nach [Fehling et al.| (2013)):

w
e(w) =eg + " (2.25)
st
Der Index ,st“ steht fir strukturelle Liange und wird in der Literatur unter-
schiedlich quantifiziert. Die Parameter ausgewidhlter Modelle werden folgend
angefithrt, wobei die Bezeichnungen in den Originaldokumenten abweichen kon-
nen. Zur besseren Vergleichbarkeit wurden diese aber vereinheitlicht.

Parameter nach der franzosischen Richtlinie AFGC| (2002)

oc(w)
= (2.26)
I =2/3-h (2.27)

Parameter nach der japanischen Richtlinie [JSCE| (2006)

oc(w)
=g (2.28)
I =0.8-h (1 ! ) (2.29)
o (1.05+6- h/loy)" '

mit: o, = G- B/ f2

Auch |[Reichel| (2010) schlieit sich diesem Vorschlag in seinen Berechnungen
an.

Parameter nach |[Fehling et al.| (2013)

1
Est = T'(ﬁst'Uce+(1_ﬁst)'acf(w)) (2.30)
c,sek

mit: Fe gek ... Sekantenmodul
Bst ... Volligkeitsbeiwert des Dehnungsverlaufs Sg; = 0.6

Oce --- Betonspannung auBerhalb des Lasteinleitungsbereichs Ig; /2
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<2-h ... bei Bauteilen ohne Stabbewehrung
lst (2.31)

= Spm ... bei Bauteilen mit Stabbewehrung

Eigener Ansatz

In wird ein mechanischer Ansatz beschrieben, mit dem es bei be-
kannter Systemlédnge und bekanntem mittleren Rissabstand unter Einhaltung
des Kriftegleichgewichts und der Verformungskompatibilitat moglich ist, Span-
nungs-Riss6ffnungs-Beziehungen in Spannungs-Dehnungs-Beziehungen iiberzu-
fithren. Hierbei werden sowohl die Beton- als auch die Stahlarbeitslinie mo-
difiziert. Der mittlere Rissabstand stellt hierbei speziell fiir Faserbeton eine
schwierige Fragestellung dar. |Pfyl| (2003) und |Leutbecher| (2007)) geben in ih-
ren Arbeiten maximale Rissabstidnde von theoretisch null bis I¢/2 an. Sie halten
aber fest, dass durch inhomogene Faserverteilungen verursachte Storstellen zu
Lokalisierungen fithren, wodurch diese theoretischen mittleren Rissabstdnde
in der Regel nicht erreicht werden. Gleichzeitig stellt sich die Frage, welche
mittleren Rissabstdnde bei Kombibewehrung mit unterschiedlichen Faser- und
Stabstahlmengen auftreten. Bisher wurden in eigenen Betrachtungen ausge-
hend von reinem Faserbeton tiber kombibewehrten Faserbeton bis zum reinen

Stahlbeton mit Werten fiir s,, von l¢/2 bis 1.443 - los nach [Gleichung 3.10| gute

Ergebnisse erzielt.

2.2 Beton, Stoffmodellierung fiir die Bemessung

2.2.1 Beton unter Druckbeanspruchung

Als Arbeitslinie zur Bemessung ist im EC2 ein Parabel-Rechteck-férmiger Ver-

lauf festgelegt (Gleichung 2.32). Hier beschreibt n die Volligkeit der Parabel.
Fiir Betongiiten von C12/15 bis C50/60 ist n = 2. Der Verlauf entspricht also

einer quadratischen Parabel. Fiir hohere Betongiiten nimmt die Volligkeit ab
und betragt bei der hochsten genormten Betongiite C90/105 ((C100/115 nach

der DIN-EN1992-1-1/NA|(2011))) schlieflich n = 1.4. In der [Abbildung 2.14]ist

die Arbeitslinie fiir die Bemessung fir zwei Betongiiten dargestellt.

e\
o 1_(1_) o fiir 0< e, < e

]T Ec2
‘11 o T Eco € € Ecun

mit: fc = fck oder fcd

(2.32)
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fcd = Ol - & (233)
Ve
. 1.0 ... in|ON-B1992-1-1] (2011)
mit: Qe
0.85 ... in [DIN-EN1992-1-1/NA] (2011)

und: 7. = 1.5 fiir die stdndige und voriibergehende Bemessunsgsituation

-100 - .
o Ec1 fcm
X Ecul ‘@ik
-80H o €c2 24
— x Ecuz| /7 C90/105
g s
g 0 Jo
~
‘%' 40 me
220 pfflors fC |
C30/37
0 a
0 -1 2 -3 4
ge [%o]

Abbildung 2.14: Arbeitslinie zur Schnittgréfien- und Verformungsermittlung
(grau) und Bemessung (schwarz) nach ON-EN1992-1-1/ (2011))

Betongiiten hoher als C100/115 sind derzeit nicht genormt. Fiir UHPC koénnen
Bemessungsansétze den Richtlinien [AFGC| (2002), [JSCE| (2006)) und [Schmidt]
entnommen werden. Alle eben genannten Quellen definieren die
Bemessungsdruckspannung dhnlich:

Qe - fck

fcd:

(2.34)

C

Sie unterscheiden sich nur in der Wahl des Teilsicherheitsfaktors 7. und des Fak-
tors ae zur Beriicksichtigung von Dauerbeanspruchung (siehe [Tabelle 2.6]).

Die Form des ansteigenden Astes der Spannungs-Dehnungs-Linie fiir UHPC
wird fiir Bemessungszwecke linear angesetzt. Im Sachstandbericht fiir UHPC
(Schmidt et al| (2008)) darf der abfallende Ast miteinbezogen werden. Trotz
der betréchtlichen Streuungen variierender Fasergehalte sind auf charakteristi-
schem Niveau Druckspannungen bis —8 %o ansetzbar (siehe [Abbildung 2.15al).
Fiir die Bemessungslinie gilt:

0.008 - ka/ECO fcd

o = 0,85 Jek/ 0
c 1.35 Eoy

(2.35)
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ECO ECO
Eq= = 2.36
Ty 13 (2:36)
In der franzosischen und japanischen Richtlinie (AFGC|(2002)) u.|JSCEJ(2006)))

wird auf den abfallenden Ast auf der sicheren Seite liegend verzichtet. Dafiir
wird der ansteigende Ast bi-linear mit Spannungsplateau festgelegt (siehe

bildung 2.15b)).

-240
o
-200 ] C180 fu Jos
S -160| e’ "
é v
E 120 & S fea
s -80
fcd/‘Ec
-40 : : AFGC/SETRA: —3.0 %o
o | TR ET JSCE: —3.5 Yl
00 -2 €2 -4 Ecu2 -6 -8 -10 Ec
ec [Yoo]
(a) Sachstandbericht UHPC (b) Franz. u. jap. Richtlinie (AF-

(Schmidt et al. (2008)) (2002), [JSCE] (2006) )

Abbildung 2.15: Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir die Bemessung

Tabelle 2.6: Faktoren zur Beriicksichtigung der Dauerbeanspruchung und Teil-
sicherheitsbeiwerte fiir UHPC

Norm/Richtlinie QOcce Ve

0.85/6* Normalfall: 1.5

bes. Uberwachung: 1.3

JSCE (2006) 0.85 1.3

DafStb Heft 561 - 0.85 ohne Fasern:
. 1.5
Schmldt et al. 2008 ) Ortbeton: m < 1.885
. o 1.35
Basis: [IDIN1045-1] (2008 Fertigteile: T1= /500 <1.688
mit Fasern:

Ortbeton: 1.5-1.11 = 1.665
Fertigteile: 1.35-1.11 = 1.499

@ Beanspruchung langer als 24h: 6 = 1.0
Beanspruchung zwischen 1h und 24 h: 6 = 0.9
Beanspruchung kiirzer als 1 h: § = 0.85
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2.2.2 Beton und Faserbeton unter Zugbeanspruchung

Zugspannungen diirfen bei Beton fiir die Bemessung nicht herangezogen wer-
den, daher gibt es keinen Bemessungsansatz fiir die Beriicksichtigung des Zug-
verhaltens.

Durch die hohe Duktilitat und die gesicherte und berechenbare Nachrisszugfes-
tigkeit ist es zuléssig das Zugtragverhalten von Faserbeton auch im Grenzzu-
stand der Tragfdhigkeit anzurechnen. Fiir die Bemessung nach der franzosischen
und japanischen Richtlinie werden die markanten Spannungen der Zugarbeits-
linie (Abbildungen und mit Teilsicherheitsfaktoren beaufschlagt.

Bemessungsansatz nach der franzosischen Richtlinie

ot bzw. o4(e)=0.85- 7(€)

Yet VE Yet - VE
Der Teilsicherheitsbeiwert .4 beriicksichtigt Unsicherheiten beziiglich der Zug-
festigkeit des Betons. Er betrdgt 1.3 fiir Nachweise im Grenzzustand der Trag-
fahigkeit und 1.5 fiir auflergewdhnliche Beanspruchungen. Mit dem Beiwert ¢
werden Unregelmaéfigkeiten in der Faserorientierung beriicksichtigt. Allgemein
ist y¢ = 1.25 zu setzen. Sollen lokale Effekte, wie Fehlstellen erfasst werden,
muss ¢ = 1.75 gewahlt werden.

Jeta =0.85- (2.37)

Bemessungsansatz nach der japanischen Richtlinie

fra = & bzw. oq4(e) = 0:(6)

(2.38)

Der Teilsicherheitsbeiwert . ist mit 1.3 festgelegt.

Eigener Bemessungsansatz auf Basis mechanischer Herleitung

Ein weiterer, im Zuge dieser Arbeit verwendeter Ansatz ist, die nach den An-
sitzen von Leutbecher ermittelten Faserbetonspannungen o
durch Anrechnen eines Teilsicherheitsbeiwertes auf Bemessungsniveau zu brin-
gen (siehe [Abbildung 2.16b)). Der allgemeine Spannungs-Riss6ffnungs-Verlauf
kann hierbei multi-linear oder wie [Reichel| (2010]) vorschlagt linear (bis zur
Rissbreite w = lt/4) angenédhert werden.
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Wird gleiche Streuung der Zugfestigkeit und Fasertragwirkung vorausgesetzt,
kann der 5 %-Fraktilwert des Spannungsverlaufs wie folgt angegeben werden:

ot (w) = (1 -1.645 - 1) -0ct.m(w) (2.39)
—_—
=0.7 bei v=18 %

Wobei 0¢rm(w) der Spannungsverlauf nach der [Gleichung 2.24] ist. Falls die

Streuung der Zugfestigkeit und der Fasertragwirkung unterschiedlich angesetzt
werden sollten, konnten die Fraktilwerte der Entfestigung und der Fasertrag-
wirkung getrennt von einander ermittelt und superponiert werden. Der Bemes-
sungswert der Faserbetonspannung lautet:

et (w)
O'Cf7d('LU) = Qlet * T (240)

Der Beiwert a; zur Berticksichtigung von Langzeitauswirkungen auf die Beton-
zugfestigkeit wird im Zuge dieser Arbeit mit 1.0 angesetzt. Der Teilsicherheits-
beiwert fiir Faserbeton unter Zugbeanspruchung ist in Anlehnung zu

(2008) mit 1.5 festgelegt.

Faseraktivierung  Faserauszug
N2

O'Cf(w)
oes(w)

Oetd(w)

Entfestigung der Matrix

0 w

(a) Bereich kleiner Rissbreite (b) Gesamter Arbeitsbereich

Abbildung 2.16: Bemessungsniveau der Zugspannung auf Grundlage des me-
chanischen Fasermodells nach |Leutbecher| (2007))

Die Uberfithrung der Spannungs-Risséffnungs-Beziehung in eine Spannungs-
Dehnungs-Beziehung kann néherungsweise nach den Beziehungen ab
erfolgen.
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€ o € o
Y ~
8 8
= &3 < 5
8 | S \
| = I -
= + \ o ||+ = + \ o ||+
=) =\A N
0.9- Ocfo,d 0.85 - Ocfo,d
(a) Konstante, oder zum Zugrand (b) Zum Zugrand abnehmende
zunehmende Zugzonenbreite Zugzonenbreite

Abbildung 2.17: Bemessung von faserbewehrten UHPC mittels Zugspannungs-
block nach [Fehling et al.| (2013)

Fehling et al.| (2013) schligt fiir Nachweise im Grenzzustand der Tragféhigkeit
die Verwendung eines Spannungsblocks in der Zugzone vor, wobei die Span-
nung bei konstanter und zum Zugrand zunehmender Zugzonenbreite mit 90 %
der Faserwirksamkeit auf Bemessungsniveau angesetzt werden kann. Verjlingt
sich die Zugzone zum Zugrand, schligt Fehling vor, die Faserwirksamkeit auf
Bemessungsniveau auf 85% zu beschrinken. Weiter ist der Spannungsblock
vom Zugrand weg gerechnet nur iiber 90 % der Zugzonenhohe anzusetzen (sie-

he [Abbildung 2.17)).

2.3 Zeitabhangiges Verhalten von Beton

Die Phianomene Kriechen, Relaxation und Schwinden hingen vom Belastungs-
zeitraum ab. Wéahrend Schwinden von der Belastung unabhéngig verlauft, be-
steht bei Kriechen und Relaxation ein zusétzlicher Einfluss des aufgebrachten
Spannungsniveaus. Der Grofiteil der hier kurz zusammengefassten Erkenntnisse
wurde aus |Gribl et al.| (2001]) entnommen.

Kriechen

Unter Kriechen wird die zeitliche Verformungszunahme bei konstanter Span-
nung verstanden. Das Kriechverhalten ist ein sehr komplexes Phdnomen, das
trotz intensiver Forschungen immer noch nicht restlos aufgekldrt ist. Nahezu
alle (Teil)-Ansétze beschreiben das in Versuchen beobachtete Verhalten empi-
risch. Mechanisch hergeleitete Beziehungen sind kaum vorhanden.
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Druckkriechen

Nach derzeitigem Stand der Forschung ist auszugehen, dass das Kriechen haupt-
séchlich vom Zementstein bestimmt wird und durch die Bewegung des unge-
bundenen Wassers (Auspressen des Wassers) und interkristallines Gleiten her-
vorgerufen wird. Kriechverformungen des Zuschlags stellen in der Regel eine
untergeordnete Rolle dar. Folgende Einflussgréfien bestimmen das Kriechver-
halten:

o W/Z-Wert und Zementgehalt: Mit steigendem W/Z-Verhéltnis und
steigendem Zementgehalt steigt auch das Kriechen.

o Feuchte (ungebundenes Wasser, Feuchte durch Bewitterung):
Vollstéandig trockener Beton hat ein geringes Kriechvermogen. Ein in tro-
ckenen Umgebungsbedingungen gelagerter und belasteter Korper weist
allerdings groflere Kriechverformungen, als in feuchten Umgebungsbedin-
gungen oder unter Wasser auf.

o Erhirtungsgrad: Je hoher der Erhartungsgrad, desto geringer sind die
Kriechverformungen.

o Belastungsalter: Diese Einflussgréfie geht mit dem Erhértungsgrad ein-
her. Je frither Spannungen aufgebracht werden, desto geringer ist die Er-
hértung und Hydratation des Betons und desto grofier fallt demnach auch
die Kriechverformung aus.

o Spannungsniveau: Bis ca. 40 bis 50 % der Druckfestigkeit ist der Kriech-
verformungszuwachs proportional zur Spannungserhéhung. Bei UHPC
liegt diese Proportionalitdtsgrenze etwas héher und reicht bis ca. 50 bis
60 %.

Einen zusétzlichen, nicht zu verachtenden Einfluss auf Kriechverformungen hat
die Temperatur. Ein Bauteil unter Spannung kriecht bei konstanter, hoher Tem-
peratur mehr als bei 20° C. Die Kriechverformungen wachsen hierbei mit stei-
gender Temperatur an. In Versuchen wird bei 80° C mit einer im Vergleich zu
20° C 1.5 bis 5-fachen Kriechverformung berichtet (siehe [Griibl et al. (2001))),
wobei hier die Verformungszunahme bei unversiegelten Kérpern aufgrund des
Trocknungskriechens hoher ist. Beim Erhitzen belasteter Probekérper konnte

der Effekt des Ubergangskriechens beobachtet werden (siche [Abbildung 2.18]).

Das Ubergangskriechen weist folgende Charakteristik auf:
e Der Verlauf ist zeitlich sehr schnell.

o Ubergangskriechen entsteht jedes mal, wenn eine neue Hochsttemperatur
erstmalig erreicht wird.

o Wiedererwérmungen auf bereits erreichte Temperaturen verursachen kein
Ubergangskriechen
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« Abkiihlungen verursachen kein Ubergangskriechen.

« Ubergangskriechen ist nahezu unabhingig vom Erhirtungszustand des
Betons und der Aufheizgeschwindigkeit.

¢ Verformungen aus dem Ubergangskriechen sind nahezu irreversibel.
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Abbildung 2.18: Effekt des Ubergangskriechens aus Griibl et al.| (2001)

Im Fertigteilbau wird die Temperaturbehandlung oft zur Beschleunigung des
Erhartungsprozesses angewendet. Bei Bauteilen die bereits vor der Tempera-
turbehandlung vorgespannt werden, kénnen aus dem stationaren Kriechen und
Ubergangskriechen beachtliche Spannkraftverluste entstehen. In eigenen Ver-
suchen (siehe konnten derartige Effekte beobachtet werden.

Zugkriechen

Zum Zugkriechen sind sehr wenige gut dokumentierte Forschungsberichte ver-
fiigbar. |Kordina et al.| (2000) kommen zum Ergebnis, dass das Zugkriechen in
der Gréflenordnung des 1 bis 1.2-fachen des Druckkriechens liegt. Die Ursache
hierfiir diirfte der erhohte Einfluss der Mikrorissbildung sein. Hierbei zeigt sich
bei zentrischer Zugbelastung eine Spannungsproportionalitit bis ca. 70 % und
eine Dauerstandsfestigkeit von ungefihr 75 % der Zugfestigkeit.
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2.3 Zeitabhédngiges Verhalten von Beton

Kriechvorhersage nach dem Eurocode 2

Um Kriechvorgéinge zu beschreiben finden Summations- und Produktansétze
Verwendung. Beim Summationsansatz werden Verformungsanteile aus Krie-
chen (rasche Anfangsverformung, Grundkriechen und Trocknungskriechen) und
verzogert elastische Verformungen aufsummiert, wihrend beim Produktansatz
diese multiplikativ verkniipft werden. In der aktuellen Normung (ON-EN1990
(2013), [IDIN-EN1992-1-1| (2011))) wird Kriechen mit dem Produktansatz be-
schrieben:

@(t,t0) = o - Be(t, to) (2.41)
Mit der Grundzahl des Kriechens ¢g:
©0 =¢rH  B(fem) - B(to) (2.42)
1-RH/100 fiir fon <35
t otur fom <
mit: Yrz = 0.1-¥/ho
Y RH L RH /100 ir £, > 35
t————— a1 |-ae L flr fon >
01-¥he ) 7
B(fCIn) = 168/ V fcm
to) = ———
flto) 0.1+

Und der zeitlichen Entwicklung des Kriechens S.(t,0):

Be(t,to) = (HO)M (2.43)
Ba+t—tg
Ist die Druckfestigkeit f., < 35 gilt fir Sy:
Bu=15-(1+(0.012-RH)"™®) - ho + 250 < 1500 (2.44)
Filr fem > 35:
Bu=15-(1+(0.012-RH)"™®) - ho +250 - a3 < 1500 - a3 (2.45)

Die Einflussfaktoren der Betondruckfestigkeit a1, as und ag lauten:

_( 35 )0.7. _( 35 )0‘2- _( 35 )0.5 (2 46)
‘e fcm 2T fcm 8T fcm '

In den obigen Gleichungen entspricht hg der wirksamen Bauteildicke, die sich
aus der Querschnittsfliche A, und dem Umfang u ergibt:

2. A,
ho =

(2.47)

u
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Der Temperatureinfluss im Bereich von 0 < T < 80° C auf den Erhértungsgrad
des Betons wird mit dem temperaturbezogenen Betonalter erfasst:

4000 )

tor = Aty exp(13.65- —
0T =2, eXp( 273+ T(AL)

=1

(2.48)

Der Einfluss des Zementtyps auf den Erhartungsgrad zum Zeitpunkt des Be-
lastungsbeginns wird ebenfalls iber das Betonalter angerechnet:

9 o
to=tor | ——==+1] >05T: 2.49
omer (2+t3)¢2f+ ) ase (2.49)
-1 ... Zement des Typs S
mit: =4 0 ... Zement des Typs N
1 ... Zement des Typs R

Kriechen bei UHPC

Ultrahochfest-Beton hat ein geringeres Kriechvermégen als Normal- oder Hoch-
festbetone. Im Bereich linearen Kriechens liegen die Endkriechzahlen bei Belas-
tungsalter von 7 Tagen in der GroBenordnung von 2.0 und bei Belastungsalter
von 28 Tagen bei ca. 1.1 (siehe|Schmidt et al.| (2008))). Durch Warmebehandlung
kann die Kriechzahl mehr als halbiert werden. Die Endkriechzahl bei linearem
Kriechen und Belastungsbeginn bei 28 Tagen liegt dann im Bereich von 0.2 bis
0.4.

Kriechvorhersage fiir UHPC

Das Vorhersagemodell nach dem Eurocode 2 unterschétzt die Kriechzahl fir
UHPC. Ma/(2010) stellt in seiner Arbeit ein zur DIN1045-1| (2008]) modifiziertes
Vorhersagemodell auf, um die Kriechzahlen fiir UHPC genauer beschreiben zu
konnen. Die Kriechzahl errechnet sich iiber den Produktansatz:

©(t,t0) = B(Vtawix) - @ru - B(fc) - B(to) -Be(t, to) (2.50)

®o

Der Anteil des Trocknungskriechen am Grundkriechen wird iiber die Faktoren
B(Watrix) und @ru beriicksichtigt:

1.84 ... fur freien UHPC
ﬁ(VMatrix) = . . (251)
2.52 ... fiir abgedichteten UHPC
) 10-(RH;, - RH) (2.52)
=1+ ‘o |« .
¥YRH \3/h_0 1 2
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2.3 Zeitabhédngiges Verhalten von Beton

Mit dem inneren Feuchtegehalt:
RH;, =1.13- (1-0.065-In (£9/30)) - (w/z) 24 (170-1n(t0/30) (2.53)

Der Beiwert 5(to) zur Beriicksichtigung des Belastungsbeginns auf die Kriech-
zahl lautet:

1
B(to) = W (2.54)

Die Kriechzahlentwicklung quantifiziert Ma zu:

0.5

Bolt, to) = (t_t0+t—to) (2.55)
Bu

Alle restlichen Faktoren (8, 8(f.)) sowie ay, o, as und tg kénnen nach dem
Kriechvorhersagemodell des EC 2 bestimmt werden.

Relaxation

Der Spannungsabbau bei konstanter Verformung wird als Relaxation bezeich-

net und ist auf das Kriechen zuriickzufiihren. Die zeigt die

Auswirkungen von Kriechen und (teilweiser) Relaxation an einem zentrisch
bewehrten, normalkraftbeanspruchten Querschnitt.

-20 T T Querschnitt:

<

/" (o) (14 90, 1)) "

.
.
.

e = 0%
7—ps=1%
ps =2% A ... var.
e~ 1%

’ /ﬂszS%

ps =10%
o — 20% 50 cm

S)

50 cm

-5 ps = 40% Beton- und Stahlgiite:
_//—,bs =60% €30/37, B550B
Relaxation .
ol : : Kriechzahl: ¢(t,t) = 2.3
0 -0.5 -1 -1.5 -2

Spannungs-Dehnungs-
Ec [%0] Beziehung (to)

Abbildung 2.19: Ubergang von reinem Kriechen zur reinen Relaxation in Ab-
héngigkeit des Bewehrungsgrades
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Ist der Querschnitt unbewehrt, dndert sich die Betonspannung nicht, es liegt
reines Kriechen vor. Die Dehnung zum Zeitpunkt t., (Punkt @) betrigt das
(1+¢(t,ts))-fache der Dehnung zum Zeitpunkt tg. Ist der Querschnitt bewehrt,
wird der Beton an der Ausbildung der Kriechverformung teilweise behindert. Es
kommt zu einer Krifteumlagerung vom Beton auf den Stahl. Mit steigendem
Bewehrungsgrad néhert sich der Spannungsabbau im Beton dem Grenzfall der
Relaxation (Punkt ®).

2.3.1 Schwinden bzw. Quellen

Schwinden bezeichnet die Verkleinerung des Volumens durch Feuchtigkeitsab-
gabe, wahrend unter Quellen die Vergroflerung des Volumens durch Feuchtig-
keitsaufnahme verstanden wird. Das Schwinden wird mafligebend vom Zement-
stein geprdgt. Nur in wenigen Féllen hat auch der Zuschlag einen Anteil am
Schwindmaf}. Es kénnen folgende Schwindanteile unterschieden werden:

1. plastisches Schwinden: Tritt im jungen Beton im Anfangsstadium
wahrend des Zeitraums des Erstarrens auf und liegt bei unbehandeltem
Beton in der Grofienordnung von 2 bis 6 %0. Wird der Beton im Zeitraum
des Erstarrens vor Austrocknung geschiitzt, kann das plastische Schwin-
den fast zur Génze unterbunden werden. Da Nachbehandlung grundséatz-
lich vorausgesetzt wird, bleibt das plastische Schwinden im Eurocode 2
unberiicksichtigt.

2. Autogenes Schwinden: Das Selbstschwinden entsteht durch die Um-
wandlung von freiem Wasser in chemisch gebundenes Wasser.

3. Trocknungsschwinden: Volumenverringerung durch Wasserabgabe.

Schwindmodelle nach dem EC2

Das Schwindmodell nach dem Eurocode 2 (ON-EN1992-1-1|(2011)), DIN-EN1992-
1-1) (2011))) erfasst die Anteile aus autogenem Schwinden und Trocknungs-
schwinden fiir den Betrachtungszeitpunkt ¢:

6shr(t) = 6ca(t) + 6cd(t) (256)
Mit dem Anteil des autogenen Schwindens:
Eca = Bas(t) . 5(70(00) (257)

mit: fas(t) = 1 - exp(-0.2- %)
ec(00) = 2.5 (fo —10) - 107°
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2.3 Zeitabhédngiges Verhalten von Beton

Und dem Anteil aus dem Trocknungsschwinden:

Ecd = ﬁds (t» ts) . kh *€cd,0 (258)
t—tg

t—ts+0.04-\/h3

€cd,0 = 0.85- ((220 +110- Qldsl -exp(—adsg . fcm))) . 10_6 'BRH

10
Bri = 1.55-[1 R’
B R STV
0.13 ... Zement des Typs S

ags1 =14 und  ags2 =10.12 ... Zement des Typs N
0.11 ... Zement des Typs R

mit: Bas(t,ts) =

w

(=)

Der Zeitpunkt ts bezeichnet den Beginn des Trocknungsschwindens bzw. des
Quellens und wird mit dem Ende der Nachbehandlung gleichgesetzt. Der Faktor
kp, berticksichtigt den Einfluss der Koérpergeometrie am Trockungsschwinden

iiber die wirksame Bauteildicke (siehe [Gleichung 2.47)):

Tabelle 2.7: kp-Faktoren in Abhéngigkeit der wirksamen Bauteildicke
ho <100 200 300 >500
kn 1.00 085 0.75 0.70

Schwinden von UHPC

Mit Steigerung der Druckfestigkeit von Beton kann auch eine Steigerung des
autogenen Schwindens verzeichnet werden. UHPC zeigt dieses Phédnomen auf-
grund der Menge reaktiver Bestandteile (Zement, Mikrosilika, ...) deutlich.
Ultra-hochfeste Betone weisen einen geringen W/B-Wert (< 0.25) und hohe
Dichtigkeit auf. Dadurch ist das Trocknungsschwinden nur gering ausgepragt.
Die hohe Dichtigkeit hat jedoch auch den Nachteil, dass duflere Nachbehand-
lung wie zum Beispiel das Feuchthalten der Betonoberfliche zur Reduktion des
autogenen Schwindens bei weitem nicht so effektiv ist, wie dies bei Normalbeton
der Fall ist. Deswegen wird bei UHPC versucht, das autogene Schwinden durch
spezielle Rezepturen (Verwendung von C3A-armen Zement, méfiger Einsatz
von Mikrosilika, Zugabe von Quellmittel, ...) und sogenannter innerer Nach-
behandlung (Zugabe von wassergesittigten Substanzen, die den Wasserbedarf
bei der Hydratation sichern) zu minimieren. Die Gesamtschwinddehnung kann
nach |Schmidt| (2008) in der GroBenordnung von -0.7 bis -1.1 %0 eingeordnet
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werden. Schwinden fiihrt bei Verformungsbehinderung zu Zwangszugspannun-
gen im Beton und kann zur Rissbildung fithren. Vor allem bei stabbewehrten
Bauteilen ist daher auf geringe autogene Schwindmafle Acht zu legen. Mit War-
mebehandlung kann das Trocknungsschwinden fast zur Génze vorweggenom-
men werden. Durch erh6htes Kriechen und den verringerten E-Modul wahrend
der Wéarmebehandlung sind die dabei entstehenden Zwangszugspannungen ge-
ringer als ohne Warmebehandlung.

Genauigkeit der Vorhersagemodelle fiir Kriechen und Schwinden

Die hohe Anzahl an Einflussfaktoren und die Tatsache, dass sich diese im Bau-
werk nur schwer quantifizieren lassen, fithren zu dementsprechend hohen Streu-
ungen in der Vorhersage von Kriechen und Schwinden. Die Kriechvorhersage
nach dem Eurocode 2 weist einen Variationskoeffizienten von 20% auf. Fur
Schwinden dirfte dieser &hnlich hoch sein.

2.4 Stahl

Im Stahlbetonbau kommen vorwiegend naturharte und kaltverformte Stéhle
zum Einsatz (siehe . Naturharte Stédhle weisen ein ausgeprég-
tes Flieiplateau, mit anschlieBendem Verfestigungsbereich und groflem Verfor-
mungsvermogen auf. Die Zugfestikgeit kann einerseits durch Legieren und/oder
zusétzliche Kaltverformung erhoht werden. Kaltverformte Stdhle haben keine
ausgepragte Streckgrenze. Bei wachsender Festigkeit und Kaltverformung ist
ein Riickgang des Verformungsvermdogens zu verzeichnen.

Bei nichtlinearen Berechnungen und Nachweisen im Grenzzustand der Tragfa-
higkeit ist es in vielen Féllen ausreichend, die Spannungs-Dehnungs-Beziehung
linear elastisch-ideal plastisch oder bi-linear mit Verfestigung anzusetzen (sie-
he ® und @). Naherungsweise darf das Druckverhalten von
Stahl affin zum Zugverhalten angesetzt werden. Sollten héhere Anforderungen
an die Genauigkeit der Arbeitslinien bestehen, kénnen den Berechnungen Ma-
terialversuche Zugrunde gelegt werden. Bei kaltverformten Stdhlen kann geméaf
ON-EN1992-1-1| (2011) die Spannung, bei der nach Entlastung eine 0.1 %-ige
plastische Dehnung verbleibt, als Fliegrenze festgelegt werden.
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Abbildung 2.20: Spannungs-Dehnungs-Linien von Stahlen im Massivbau
(aus |Zilch und Zehetmaier| (2009)))
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Abbildung 2.21: Vereinfachte Spannungs-Dehnungs-Beziehung nach
(ON-EN1992-1-1] (2011))

Im Zuge dieser Arbeit werden der Mittelwert der Streckgrenze und der Zugfes-
tigkeit fiir nichtlineare Berechnungen wie folgt bestimmt:

f :L
YT 1-1.645-v
mit: v=5%

(2.59)
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Die mittlere Zugfestigkeit lautet:

Jem =k fym (2.60)
1.05 ... bei Duktilitdtsklasse A

mit: k=41.08 ... bei Duktilitatsklasse B
1.15 ... bei Duktilitdtsklasse C

Der Faktor & ist der ON-EN1992-1-1| (2011)) entnommen.

Die Bemessung erfolgt geméafl (ON-EN1992-1-1| (2011)). Hierbei ergibt sich der
Bemessungswert der FlieBspannung zu:

Tyk

fya="> (2.61)
Yo

mit: v =1.15

Wird fiir die Bemessung die linear elastische-ideal plastische Arbeitslinie ange-
setzt, ist keine Grenzdehnung ,4 einzuhalten. Bei Verwendung der bi-linearen
Arbeitslinie mit Verfestigung darf der Stahl nur bis zur Grenzdehnung e,q =
0.9 - eyx ausgenutzt werden. Die Werte fiir €,y sind von der Dukitlitdtsklasse
abhéngig:

25 ... bei Duktilitatsklasse A
€uk =150 ... bei Duktilitatsklasse B (2.62)
75 ... bei Duktilitatsklasse C

Der E-Modul bis zur Streckgrenze liegt bei Stdben und Dréhten im Bereich von
200000 bis 210000 N/mm? und betréigt bei Litzen ca. 195000 N/mm?.

Zeitabhangiges Verhalten von Stahl

Baustahl zeigt im Gebrauchslastbereich nur geringe Kriecheigenschaften, daher
koénnen sie im Allgemeinen vernachléssigt werden. Spannstéihle, die durch die
Vorspannung auch im Gebrauchslastbereich hoch beansprucht sind, zeigen hier
deutlich hohere zeitliche Effekte. Bei vorgespannten Bauteilen miissen daher
Spannkraftverluste infolge Relaxation berticksichtigt werden. Nach der [ON-
EN1992-1-1] (2011)) werden diese wie folgt quantifiziert:

Aopr
—= J1-p1ooo -exp (fa - Upi/fpk) : (

-107° (2.63)
Opi

0'75'(1_Upi/f]>k)
1000)
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Die Spannung o,; bezeichnet hier die Spannung unmittelbar nach dem Spannen
bzw. der Krafteinleitung, wobei bei sofortigem Verbund die maximale Spann-
gliedspannung abziiglich der unmittelbaren Verluste wiahrend des Spannvor-
ganges in Rechnung gestellt wird. Die Faktoren f; und f; hidngen von der
verwendeten Stahlklasse ab:

Tabelle 2.8: Spannstahlklassen und Faktoren zur Relaxation

Klasse Beschreibung f1 f2 piooo

1 Dl.rahte oder Litzen . 539 6.7  0.08
mit normaler Relaxation

Dréhte oder Litzen
2 mit niedriger Relaxation 066 9.1 0.025

warmgewalzte und

vergiitete Stdbe 1.98 8.0 0.04

Die |ON-EN1992-1-1| (2011) gibt im Anhang D auch eine genauere Methode
zur Berechnung der Spannkraftverluste infolge Relaxation an. Diese wird hier
jedoch nicht beschrieben.

Bei Warmebehandlung vorgespannter Bauteile wird der Ablauf der Relaxati-
onsverluste beschleunigt. Das fiir Warmebeanspruchung der Dauer At; um-
gerechnete Beanspruchungsalter kann nach [Fingerloos (2012)) wie folgt abge-
schitzt werden:

1.14(Tmax=20) n

top = —————— S (T, — 20) - At; 2.64
of = o ;(Atl ) (2.64)

Hier ist die Temperatur in Grad Celsius einzusetzen.

Anmerkung zur Bezeichnung von Betonstahl

Die Einfiihrung der ON-B4707| (2010) brachte eine Anderung der Giitebezeich-
nung mit sich. Ein hochduktiler Stahl mit der charakteristischen Streckgrenze
von 550 N/mm? lautet fortan B550B. Fiir Stihle normaler Duktilitit ist am
Ende der Giitebezeichnung das B durch A und bei sehr hoher Duktilitdt mit C
zu ersetzen.
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3 Die versteifende Mitwirkung des
Betons

3.1 Aligemeines

Im wurde auf das Zugtragverhalten des unbewehrten und des fa-
serbewehrten Betons eingegangen. Folgend soll das Tragverhalten eines be-
wehrten Zugkorpers betrachtet werden. In der ist das Verhalten
eines bewehrten Betonzugstabes in der Kraft-Dehnungs-Darstellung abgebil-
det. Es ist zu erkennen, dass sich der bewehrte Betonzugstab steifer als der
Stahlzugstab alleine (reiner Zustand II) verhalt. Dieses steifere Verhalten re-
sultiert aus der Mitwirkung des Betons. Der Effekt ist auf den Verbund zwischen
Stahl und Beton zuriickzufithren. Gleichzeitig findet in jedem Riss eine mit an-
wachsender Rissbreite fortschreitende Entfestigung des Betons statt (Softening-
Eigenschaft). Das im Vergleich zum reinen Zustand II steifere Verhalten kann
nicht nur bei Zugstdben, sondern auch bei Biegebalken beobachtet werden. Zur
Darstellung wird dann die Momenten-Kriimmungs-Beziehung gewéhlt.

180 /

,/

150 alts
-

N [kN]
[(e]
o
\
\
\
\

7
30 » VK - 26

s = = =reiner Stahl

0 :
0 02 04 06 08 10 12 14
Eom [%0]

Abbildung 3.1: Stahlbetonstab im Zugversuch (Empelmann| (1995))
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

Abhéngig von der Aufgabenstellung kénnen unterschiedliche Modelle zur Be-
riicksichtigung der Zugversteifung entwickelt werden, die sich in drei Haupt-
gruppen einteilen lassen. Die Beriicksichtigung der Zugversteifung kann folgen-
dermaflen erfolgen:

o Modifikation der Stahlarbeitslinie

o Modifikation der Betonarbeitslinie
Modelle mit konstanten Betonzugspannungen
Modelle mit abnehmenden Betonzugspannungen
Modelle mit effektiven Betonspannungen

o Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

Die Vielfalt der in den letzten Jahrzehnten entwickelten Modelle, speziell un-
ter Beriicksichtigung der Zugversteifung in den konstitutiven Eigenschaften des
Betons, wiirde bei gesamtheitlicher Diskussion den Rahmen der Arbeit spren-
gen. Vergleiche und Diskussion einzelner Verfahren kénnen gegebenenfalls aus
Quast| (2010) entnommen werden. In weiterer Folge wird die Berticksichtigung
des Tension-Stiffenings durch Modifikation der Stahlarbeitslinie und ein Ver-
fahren zur Beriicksichtigung auf der Betonseite angesprochen. Zuséatzlich wird
ein eigenes Modell vorgestellt, das die Zugversteifung in Form einer modifi-
zierten Stahl- und Betonarbeitslinie berticksichtigt. Anschlieend wird dieses
Modell anhand von Versuchsnachrechnungen verifiziert.

3.2 Modifikation der Stahlarbeitslinie

Die am weitesten verbreitete Methode, die Zugversteifung zu berticksichtigen,
liegt in der Modifikation der Stahlarbeitslinie. Diese Art der Beriicksichti-
gung wird unter anderem im Eurocode 2 (ON-EN1992-1-1| (2011))), in |CEB-
fib| (2013)), DAfStb| (2003]), Kreller| (1990) und [Empelmann| (1995) beschrieben.
Der Grundgedanke des Konzeptes besteht darin, die Betonzugfestigkeit nur bis
zum Auftreten des rechnerischen Erstrisses zu berticksichtigen. Danach wird an
der Stelle des Risses die gesamte Zugkraft dem Stahl angerechnet (reiner Zu-
stand IT). Die Mitwirkung des Betons zufolge des Verbunds wird durch eine um
den Betrag (- Agg kleinere Dehnung beriicksichtigt. Die zeigt
die Modifikation in allgemeiner Form, die im |CEB-fib| (1993))

und |(CEB-fib| (2013) zusétzlich angegebene Vereinfachungsmoglichkeiten.
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3.2 Modifikation der Stahlarbeitslinie
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Osr,1 ! |
' 'Agg, ! |
| /7 1 |
@, : !
4 | | \
/ | | \
b 53-.1 Ey Eurg €
(a) Allgemeiner Ansatz (b) Vereinfachungen

Abbildung 3.2: Modifizierte Stahlarbeitslinie fiir Kurzzeitbeanspruchung

Fiir den ungerissenen Stab (0 < o4 < 04,1 - Bereich @) gilt:

Eom = €L (3.1)

Fiir den gerissenen Stab im Intervall oy, 1 < 05 < 05, (Bereich @) gilt:

: s~ Usr + sr,n — Us
Eem =EI,I— 61 (U 0. ,1) (0' > o ) 'Agsr (32)

s (Usr,n - Usr,l)

Fiir den gerissenen Stab im Intervall oy, , < 04 < f, (Bereich ®) gilt:

_ EH _ 52 ) (US _Usr,n) +51 . (fy —US) '

£ =
- ° (fy_asr,n)

Aeg, (3.3)

Im plastischen Bereich der Bewehrung (f, < og < f, - Bereich @) gilt:

Esm zssm(fy) _/83’ (Es_gsy) (34)

Mit der Annahme einer konstanten Zugfestigkeit entlang der Stabachse, eines
parabelformigen Stahldehnungsverlaufs im Bereich s, (siehe [Abbildung 3.3)
und Sy = Sym = 2/3 - Symax ergibt sich nach |CEB-fib (1993)) folgender Zusam-
menhang fiir den 5-Wert:

Esm = € =23+ ap, Agg =l - 0.4 A, (3.5)
—— SN——
0.6 B
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

Gerade (Tpm = konst.): a, = 0.5
St J Parabel: o}, = 0.6

_ I
Esm = Egp — Qb * A&

“““ Agg

7~
V_|

v
"

Srmax = 2+ les

Abbildung 3.3: Dehnungsverlauf im Bereich s, = 2 les = 8 max

Tabelle 3.1: S-Werte bei Kurzzeitbeanspruchung

Ansatz nach B1 Ba B3

Kreller (1990 0.4 0.2 08 (1 - UT)
DAfSth) (2003 0.4 0.4 da-(1- )
CEB-fib| (1993 0.4 0.4 5-(1- %)
Empelmann| (1995)  035+2-vc 025+ 1-vc 0.7+ (1-0.85- %)

2 6a = 0.6(A), 04 = 0.8(B) (A ... normalduktil, B ... hochduktil, C ... sehr hoch
duktil)

b §=0.8, fiir Stihle des Typs A und fyk =500 N/mm?
¢ fiir Stahle des Typs A und B, osr,1/fyk < 1.0

Tabelle 3.2: 8-Werte bei Langzeitbeanspruchung

Ansatz nach b1 s
Kreller| (1990) - -
DAfStb| (2003)), CEB-fib| (1993) 0.25 0.25
2-v v
Empelmann| (1995 0.35 + \/Tﬁ 0.25 + \/ﬁw

p
k=2=. w @v(t) ... Verbundkriechzahl

Nachdem Parameter wie der Variationskoeffizient vy der Zugfestigkeitsvertei-
lung, Stabdurchmesser, Bewehrungsgrad und Verbundgiite einen Einfluss auf
das Spannungs-Dehnungsverhalten eines Zugstabes haben, kénnen in der Li-
teratur abweichende Werte fiir 5 gefunden werden. Die Tabellen und
geben einen Auszug fiir Kurzzeit- bzw. Langzeitbelastung wieder.
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3.3 Modifikation der Betonarbeitslinie

(1995) hat seine Formulierung durch Simulationsrechnungen mit anschliefien-
der linearer Regression entwickelt. Wahrend oftmals Fixwerte fiir 3 angegeben
werden, koppelt Empelmann den S-Wert fiir Kurzzeitbelastung an einen An-
satz zur Beriicksichtigung des Variationskoeffizienten vi. Fiir wiederholte Be-
lastung bzw. Langzeitbelastung gibt Empelmann zusétzlich einen Ansatz zur
Beriicksichtigung des Spannungsniveaus und der Verbundkriechzahl an.

3.3 Modifikation der Betonarbeitslinie

A b vMB,
fct I~ ﬁl
Oct,cal |- 4 : fVI\IB =1
/ : fVI\IB =0.5
: e foas =0.125
Ect = ;E
(a) Form der Betonarbeitslinie (b) Verlauf von fvms

Abbildung 3.4: Modifikation der Betonarbeitslinie nach |Quast| (1981)

Ein bekanntes Verfahren die Zugversteifung auf der Betonseite zu beriicksich-
tigen, kommt von |Quast| (1981)). Er bildet die Zugspannungslinie als Parabel-
Rechteck-Funktion ab, wobei der Parabelteil beliebiger Ordnung npg sein darf.
Die rechnerisch maximale Zugspannung, die die Parabel im Scheitelpunkt ha-
ben kann, wird mit e car festgelegt. Quast gibt an, mit oc cal # fom /20 gute
Ergebnisse erzielt zu haben. [Pfeiffer| (2004) wahlt alternativ ot ca1 # 0.6 - fotm.
Die Ordnung npgr der Parabel sollte in Kombination mit e.; so gewahlt werden,
dass der Ursprungs-E-Modul im Zugbereich dhnlich dem des Druckbereiches
ist. Eine konstante, iibertragbare Zugspannung der Grofle og ca1 fiir beliebi-
ge Dehnungszustdnde anzusetzen, wiirde die Mitwirkung des Betons auf Zug
iiberschitzen. Quast fithrt daher einen Multiplikator fyvyp ein, der die rech-
nerisch angesetzte Betonspannung abhéingig vom Dehnungszustand verdndert.
Er wéhlt als Referenzgréfle fiir den Faktor fynp die Betondehnung €.+ in der
Zugfaser der duflersten Bewehrung. Zusétzlich definiert er eine Grenzdehnung
€ce, ab der vom Beton keine Spannungen mehr iibertragen werden. Die Grenz-
dehnung sollte laut Quast im Bereich von 2 %o bis 3 %o liegen. Er wahlt fiir seine
Nachrechnungen immer €. = €y. Der Verlauf des Faktors fymp kann generell
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

beliebig angepasst werden. Die besten Ergebnisse erzielt [Pfeiffer| (2004)) fiir den
Ansatz nach der mit Werten von nyuvp = 1 bis nyvus = 2.

e MPR
Oct,re :max(l:l_(l_ 7) ]71)'Uct,cal'fVMB (36)
Ect [
fct,z-e(Ec,v)
1 fir 0 < Ec,v S Ect
o—eot \PVMB .
fVMB = (1 - ﬁ) fur Ect < EC,V < Ece (37)
0 filr €ce <€y

Der Modellansatz mit der zur Druckarbeitslinie affinen Zugarbeitslinie liefert
vor allem bei Biegung mit Normalkraft sehr gute Ergebnisse. Der Ansatz ist
leicht in Berechnungsprogrammen implementierbar. Da es wihrend der Berech-
nung mit diesem Modell nicht zu sprunghaften Steifigkeitsénderungen kommt,
zeichnet sich die Methode durch eine hohe numerische Stabilitét aus. Der Preis,
der fiir die numerische Robustheit bezahlt wird, ist, dass der Dehnungs- und
Spannungszustand bei Rissbildung nicht exakt abgebildet werden kann. Quast
hat die Parameter seines Ansatzes im Zuge von Versuchsnachrechnungen opti-
miert. In seiner heutigen Form wurde das Modell an insgesamt 39 Versuchen
kalibriert ( siehe|Quast|(1981])), wobei unterschiedliche Querschnittsformen und
auch vorgespannte Querschnitte untersucht wurden. Querschnitte und Bauteile
aller in der ON-EN1992-1-1| (2011) angegeben Betongiiten kénnen mit dem Mo-
dell wirklichkeitsnah berechnet werden. Fiir die Anwendung mit faserbewehr-
tem Beton oder Hochfest- bzw. Ultrahochfestbeton miissten die Ansatzwerte
des Modells neu kalibriert werden.

3.4 Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

Die Beriicksichtigung der Zugversteifung durch die kombinierte Modifikation
der Beton- und Stahlarbeitslinie wurde in der Literatur bisher wenig behandelt.
Der Grund hierfiir liegt zum einen in der Annahme, dass unmittelbar nach der
Rissbildung die Spannung im Beton am Riss auf Null abfallt und zum anderen
am etwas hoheren Berechnungsaufwand gegentiiber der alleinigen Modifikation
der Stahl- oder Betonarbeitslinie.

Das Modell bietet aber den Vorteil, dass fiir alle Einwirkungskombinationen von
Ng und My realitdtsnahe Berechnungsergebnisse erzielt werden konnen. Zudem
lassen sich die Auswirkungen durch zusétzliche Faserbewehrung leicht imple-
mentieren. Alle abgeleiteten Formeln sind so aufgebaut, dass zu jeder ange-
setzten Rissbreite w eine zur Erstrisskraft N, bezogene Zusatzkraft ANgys(w)
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3.4 Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

berechnet werden kann, die notwendig ist um diesen Riss auf die angesetz-
te Rissbreite zu 6ffnen. Hierbei werden sowohl die mit wachsender Rissbreite
w abnehmenden Betonspannungen AN, im Riss (Tension Softening), als auch
der Beitrag des Betons zwischen den Rissen (Tension Stiffening) berticksichtigt.

Aus der [Abbildung 3.5/ kann der qualitative Zusammenhang zwischen AN, (w)
und ANgys(w) entnommen werden.

Nsys g

A
"/f/'/‘_ fet |- - X
R : Ao (w)
S ! — AN, (w)
A oe(w)-f+,
o e !
ANSyS (w) |
z | ~
K ca(w) w Te,w
/// Ect
VEsys,m € I'LU _wo
(a) Zur Rissbreite w zugehorige (b) Spannungs-Risséfinungs-
Krafterhohung A Ny Beziehung des Betons

Abbildung 3.5: Qualitative Darstellung des Zusammenhangs ANgys(w) und
AN (w)

Berechnungsablauf

Ausgehend von der angesetzten Rissbreite w wird jene &uflere Kraft ANgyg
ermittelt, die sowohl das Kréftegleichgewicht als auch die Verformungskompa-
tibilitét erfiillt. Mit Kenntnis von ANgys kann die Lénge le orf ermittelt werden,
ab der wieder der Zustand I herrscht. Die Modellierung betrachtet einen Sta-
babschnitt der Lénge s,p,, der das mittlere Verhalten des Zugstabes widerspie-
gelt. Solange 2 - lg orf < Spm ist, wird angenommen, dass sich benachbarte Risse
nicht gegenseitig beeinflussen, also die Einzelrissbildung giiltig ist. Ist 2 - lg ¢
rechnerisch grofer als Sy, wird 2-le erf = Sym gesetzt und die Berechnung unter
Beriicksichtigung des gegenseitigen Einflusses benachbarter Risse durchgefiihrt
(Phase der fortgeschrittenen Rissbildung). Der Zustand der abgeschlossenen
Rissbildung ist erreicht, wenn die rechnerisch maximal mogliche Rissanzahl er-
reicht ist und an keiner Stelle des Zugstabes mehr Dehnungsgleichheit zwischen
Stahl und Beton herrscht. Die Léngen&nderung und damit auch die Dehnung
Esys,m des Zugstabes wird iiber die zur jeweiligen Kraft vorhandene Rissan-
zahl n,; ermittelt. Die Rissanzahl ergibt sich aus einer Rissansatzfunktion,
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

die die Materialstreuung berticksichtigt. Ein fortschreitender Rissbildungspro-
zess nach Erreichen der rechnerischen abgeschlossenen Rissbildung (sukzessive
Rissbildung) wird nicht beriicksichtigt.

Gegeben sei ein Stahlbetonstab mit der Lange Iy, der Stahlfliche Ag, ns
Bewehrungsstdben mit einem Umfang von jeweils ug, der Betonnettofliche
Ac et = Ac — A und der ideellen Querschnittsfliche A;q gemaf
der mit einer Zugkraft N belastet wird . Die kleinste iiber die

gesamte Bauteillinge vorhandene Zugfestigkeit sei mit f.; definiert.

Aid = Ac,net + 0 As (38)
Qe = Esl/Ecm (39)
~ > [see

K > Z
ZS)’S ng, As, Ug Ac,net

Abbildung 3.6: Definierter Zugstab

Der mittlere Rissabstand s,

Die Abstdnde zwischen zwei Rissen entlang eines Zugstabes sind von der Ver-
teilung der Zugfestigkeiten entlang des Bauteils und den Verbundkriterien ab-
héngig. Fin neuer Riss kann nur an jenen Stellen entstehen, an denen der unge-
storte Verbund wiederhergestellt und die 6rtliche Zugfestigkeit erreicht ist. Als
Néherung wird hier der Ansatz iibernommen, den mittleren Rissabstand aus
der Einleitungslénge l.s zu ermitteln, die notwendig wére, um den gesamten
Betonkraftanteil beim Erstriss {iber Verbund wieder in den umgebenden Beton
einleiten zu konnen. Krips| (1984) zeigt, dass die Rissabstdnde von Stahlbe-
tonzugstdben bei abgeschlossener Rissbildung zwischen der einfachen und der
doppelten Einleitungslénge los liegen. Er leitet analytisch her, dass der mittlere
Rissabstand 1.443 - o5 betrdgt. Dies begriindet auf der Tatsache, dass kleine-
re Rissabsténde eine hohere Auftretenswahrscheinlichkeit haben, als gréfere.
Der |(CEB-fib| (1993) gibt mit s, = 1.33 - ls einen geringeren Wert an. Oftmals
wird sy, vereinfachend zu 1.5 - [os gesetzt. Der mittlere Rissabstand des hier
vorgestellten Modells wird wie folgt berechnet:

Nep .
les _ cr,c _ fct s (310)
Ng - Us * Tohm 4'ps'7—bm
les < Srm £ 2+ leg (311)
Srm = ksrm . les (312)

mit: kgpm = 1.443
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3.4 Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

Die maximal auftretende Rissanzahl n; max bei vorgegebener Stablénge ls,s und
Kenntnis des mittleren Rissabstandes lautet:

Ny max = lSyS (313)

srm

Die mittlere Verbundspannung 7,

Mit dem Ubergang vom Zustand I in den Zustand II gibt es um jeden Riss
einen Bereich des aktivierten Verbundes. Innerhalb dieses Bereichs, mit dem
Abstand [ ¢, beidseits vom Riss, besteht ein Unterschied zwischen der Beton-
und der Stahldehnung. Die Lénge [ o, ab der die Dehnungsgleichheit wieder
hergestellt ist, ergibt sich allgemein durch Beriicksichtigung des verschiebli-
chen Verbundes. Die erforderliche Krafteinleitungsldnge ist gefunden, wenn das
Kriftegleichgewicht und die Verformungskompatibilitdt erfiillt sind. Bei einer
analytischen Berechnung fiihrt dies zu einer Differentialgleichung, die jedoch
nur unter bestimmten Voraussetzungen geschlossen 16sbar ist. Deshalb werden
statt der analytischen Losungsverfahren oftmals iterative numerische Methoden

benutzt. Wird anstelle des allgemeinen Verbundgesetzes ein
vereinfachtes Verbundgesetz verwendet, kann die erforderli-
che Einleitungslinge sehr leicht bestimmt werden (Gleichung bzw.
und das entwickelte Modell ist in geschlossener Form anwendbar. Die Verwen-
dung einer konstanten Verbundspannung ist fiir die meisten Problemstellungen
durchaus ausreichend. In der Literatur werden fiir gerippten Betonstahl hau-
fig Werte in der GroBenordnung von Tpm, = 1.8« ferm(t) (CEB-fib| (2013))) und
Thm = 2.0+ ferm () (Sigrist| (1995))) angegeben. Fiir den Einsatz glatter Beweh-
rungsstéibe, Litzen oder Drihte gibt der (CEB-fib[ (2013) Abminderungsfaktoren
& an . Befindet sich die Bewehrung bereits im Verfestigungsbereich,
liefert der Ansatz Tpy, = 1.8 bis 2.0« feym (#) zu ungenaue Resultate. Hier schlagt
Sigrist| (1995) vor, die mittlere Verbundspannung um 50 % zu reduzieren.

T Ti
A N

Tbm,1

Tbm,2

> ' >
s Sy Su s

(a) Allgemeines Verbundgesetz (b) Starres Verbundgesetz

Abbildung 3.7: Verbundspannungs-Schlupf-Beziechungen
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

Tabelle 3.3: Verbundfaktoren £ verschiedener Spannstéhle nach |[CEB-fib| (2013)

Oberflache sofortiger nachtraglicher ohne
Verbund Verbund Verbund
glatter Draht 0.4 0.2 0
Litze 0.6 0.4 0
profilierte Litze 0.8 0.6 0
gerippter Stab - 1.0 0

Der ungerissene Stab

Solange die einwirkende Zugkraft unterhalb der Risskraft N, ist, befindet sich
der Stab im Zustand I. Die Dehnung des Betons ist ident mit jener der Be-
wehrung (. = s = €gys), die Aufteilung der inneren Kréfte erfolgt gema8

NE = NR,C + NR75 (314)
NR,C = Ac,net . UC(E) (315)
Nis = Ay - 04(€) (3.16)

Der ungerissene Zustand endet mit Erreichen der Zugfestigkeit f.i an der
schwéchsten Stelle. Wird linear elastisches Verhalten bis zum Erreichen der
Zugfestigkeit angenommen, so stellen sich am Ende des Zustandes I folgende
Kraftanteile ein:

Ne = Ncr,c + Ncr,s (317)
Ncr,c = Ac,net : fct (318)
Ncr,s =Ag- fet - ae (319)

Der gerissene Stab in der Phase der Einzelrissbildung (leerf < Sym/2)

Mit dem Erreichen der Zugfestigkeit geht der Zugstab in den Zustand II iiber.
Um an der Stelle des Risses eine Rissbreite w erzeugen zu koénnen, bedarf es
einer Steigerung der &dufleren Zugkraft ANgys(w). Gleichzeitig stellt sich ein
Abfall der Betonspannungen geméfl der vorhandenen Spannungs-Riss6ffnungs-
Bezichung ein. Der Spannungsabfall Ac.(w) fithrt zu einem
frei werdendem Betonkraftanteil AN.(w), der im Riss zusétzlich von der Be-
wehrung aufgenommen werden muss. Die Differenzspannung bzw. Differenz-
kraft wird wie folgt berechnet:

Acc(w) = oc(w) = fet (3.20)
AN (w) = oc(w) - Ac et (3.21)
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3.4 Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

Solange die Einzelrissbildung Giiltigkeit hat, gibt es im Bereich s, eine Stelle,
ab der wieder der Zustand I herrscht . Die Lénge le ot ergibt
sich beim Ansatz einer konstanten Verbundspannung unabhéngig vom Schlupf
rein aus der Betrachtung der Differenz der Stahlkraft Ny g am Riss und Ng e
am Beginn des ungerissenen Zustands. Diese Kraftdifferenz steht mit der tiber
die Mantelflache aller Bewehrungsstébe innerhalb der Lénge [ o,s aufgebauten
Verbundkraft im Gleichgewicht (Ng =N le = Tom s Us-le,ext). In[Abbildung 3.9
sind die qualitativen Spannungen am Riss und am Ende der Krafteinleitungs-
linge abgebildet. Sie konnen geméfl den Gleichungen bis berechnet
werden.

le R le
Sy /2 A Sr /2
&sr(w) Eom (W)
eae(w) TN €s,1e(W)
Ee,le (W) -t - ma"{Ec 1 (W)
ee,r(W)
Eem (W)

le,erf le,erf

B gestorter Verbund
[ ungestorter Verbund

Abbildung 3.8: Dehnungsverlauf wihrend der Einzelrissbildung

R le
g RE Eaacyle:
C
<—<—<—<—<—<—<—<—<— JC,R+AJC “
o ‘ —>—>—>—>—>—>—>—>—> Usle nS7AS7uS A
s,R —>—>—>—>—>—>—>—>—> USR AUS o00 c,net
<—<—<—<—<—<—<—<—<— Ucle—
UCRE Ea A
UCR+ Oc
eerf

Abbildung 3.9: Spannungen am Rissufer ,R* und am Ende der
Lasteinleitungslénge ,,le“
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

Am Riss gilt:

Nepre + AN,
Gop = Nere* ANe(w) (3.22)
Ac,net
Ncr s A]Vs S - A«Z\/vc
oor = Nens + ANays(w) (w) (3.23)
Ay
Am Ende der Krafteinleitungslange gilt:
N, A Ngys Nep o + ANgys
Uc’le - cr,c + Sy (w) — ) + Y (’lU) . f (324)
Aid Ac,net
Ncrs A‘]\]"SS NCI‘S+ANSS
Osle = s 7 y(w)-ae: : y(w)'ae'ps~f (3.25)
’ Aiq As
1
it: f= ——— 3.26
it f = o (3.26)
Einzuleitende Differenzspannungen:
AN, - f = AN,
Aoe =0cle —OcR = sys(wj)él / o(w) (3.27)
c,net
A Ngys -f = AN,
Aoy = 0s g — Oote = — (w) ; (w) (3.28)

Mit Annahme einer konstanten Verbundspannung (7, = konst.) folgt fiir die
erforderliche Krafteinleitungslange:

ANgys(w) - f = AN (w)

Ng * Us * Tom

(3.29)

lc,crf =
(3.30)

Die Ermittlung der notwendigen Kraftsteigerung ANgys(w) ist erst moglich

wenn neben dem Kriftegleichgewicht (Gleichung 3.31f) auch die Verformungs-
kompatibilitdt (Gleichung 3.32|) eingehalten wird.

Nsys(w) = Ne(w) + Ng(w) (3.31)
w=2-loerf (Esm(w) — ecm(w)) (3.32)

Um die Verformungskompatibilitidt zu erreichen, muss eine Beziehung zwischen
der mittleren Betondehnung e, der mittleren Stahldehnung &g, sowie der
inneren Kraftanteile ANg(w) und AN (w) hergestellt werden. Im Riss gilt:

ANgys(w) = AN (w)
Esl : As
Ao (w) et AN (w)
Ecm Esl : As

EsR = Eor + (3.33)

6C,l:{ =Eer + c Qe ps (3.34)
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3.4 Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

Am Ende der Lasteinleitungsldnge stellt sich, soweit le ey < Sy /2 erfillt ist,
Dehnungsgleichheit zwischen Stahl und Beton ein. Es gilt:

ANgys(w) ANgys(w)

e A Sl A ) A AN 3.35
Ecm : Aid For ™ Esl . AS el ( )
Ecle = Es\le (336)

€sle = €cr t

Die im Verbundbereich gemittelte Stahl- und Betondehnung (¢, und ecp)
kann nach [Gleichung 3.57] und [3.38| ermittelt werden. Die mittlere Dehnungs-

differenz ergibt sich nach

Em = Es,R ~Op * (ES,R - gs,le)
ANgys(w) = AN (w) ANgys(w) - f = ANg(w)
) —ay -

=Cer 3.37
For Esl . As Esl : As ( )
€cm = Ec,R T Qb * (Ec,le - EC,R)
AN, A Ngys - f = AN,
(1-ap) AN (w)
(Esm - Ecm) = m . A]\/vsys(w) - f (339)

Einsetzen von [Gleichung 3.39| und [3.29] in [3.32] liefert die quadratische Glei-
chung:

ANgys(w)? - f +2- ANgys(w) - (~ANc(w))
. (ANC(w))2 W Thm M " Us - As- Eg
f 2-(1-ap)
Diese hat aus mechanischer Sicht eine mégliche Losung nédmlich:

-b+Vb2i-4-a-c

=0 (3.40)

AN,q - 3.41
vs (1) 2-a ( )
mit: a = f
b=-2-AN.(w)
c= (A]\fc(w))2 _ W Thm * N - Us - Ag - Ey
f 2-(1-ap)

Der gerissene Stab in der Phase fortgeschrittener und abgeschlossener
Rissbildung
(le,erf 2 Srm/2v Os < fy)

Ist der ermittelte Wert der erforderlichen Krafteinleitungsldnge grofler als der
halbe mittlere Rissabstand so bedeutet das, dass sich der Zugstab bereits in
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

der fortgeschrittenen Rissbildungsphase befindet. In dieser Phase kann davon
ausgegangen werden, dass sich einzelne Risse bereits gegenseitig beeinflussen.
Rechnerisch kénnen noch Bereiche im Zustand I existieren. Die Phase der fort-
geschrittenen Rissbildung geht in die Phase der abgeschlossenen Rissbildung
iiber, wenn geméf der Rissansatzfunktion die maximale Anzahl der moéglichen
Risse erreicht ist.

Es,le (w)
5c,le( )

lc,crf lc,orf

B gestorter Verbund

Abbildung 3.10: Dehnungsverlauf bei abgeschlossener Rissbildung

Die mittleren Dehnungen im Rissabschnitt konnen wie folgt ermittelt werden:

Srm/2'7_bm ‘Mg * Us

€sm = Es,R ~ Qb " (EsR ~Es)le) TEs R~ Ab - 3.42
( ) e )
€ € + (5 € ) EcR T Srm/Q.Tbm'nS'us'ae'ps
m — ap * — — am -
c c,R b c,le c,R <,R b E'Sl : AS
(3.43)
Durch Ersetzen von 2 leer Mit sem in folgt:
W = Sym * (Esm('LU) - ECm(w)) (344)

Einsetzen von &gy, und e aus den Gleichungen [3.42] und [3:43] in die
hung 3.44] liefert die Losungsgleichung fiir A Ngys(w):
w- By - Ag N AN (w) N
Srm f

Srm * Tbm * Tls * Us

ANgys(w) = 2.7

(3.45)

ap
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3.4 Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

Der gerissene Stab in der Phase fortgeschrittener und abgeschlossener
Rissbildung im Verfestigungsbereich (lecrf > Sim/2, 05 > fy)

Bei Stahlspannungen og > fy, nehmen die Dehnungen stark zu. Da die Span-
nungen aber mit zunehmender Entfernung vom Riss durch die Verbundwirkung
wieder abnehmen, beschrankt sich dieser Effekt auf einen lokalen Bereich, der
mit zunehmender Stahlspannung immer gréfler wird. Aus diesem Grund zeigt
die Zugversteifung in diesem Bereich grofie Wirkung. Die Abbildung ver-
deutlicht diesen Sachverhalt.

le ye R ye le
Srm/2 F[’)K Sy /2
asﬁR(w)

Esy(w) Eom (W)
5s,le(w) 5s,le(w)
6C,le(w) Ecyy(w) EC,R(w) ac,le(w)

"""""" N cem(w)
leay lesy

B Bereich: fy <o, < fy

Abbildung 3.11: Dehnungsverlauf bei teilweiser Plastizierung

Im plastischen Bereich der Bewehrung wird am Ansatz konstanter Verbund-
spannungen festgehalten und der Vorschlag von |Sigrist| (1995) iibernommen,
die mittleren Verbundspannungen im plastischen Bereich auf die Haélfte jener
im elastischen Bereich zu reduzieren (siehe Abbildung [3.7b). Damit sind die
grundsitzlichen Uberlegungen des Modells auf den plastischen Bereich iiber-
tragbar. Die mittleren Dehnungen errechnen sich wie folgt:

_ A]\/vs.ys(w) B fy . As

EsR A + sy (3.46)
ley'Tbm2'n<’us
tve = Eap - 2 T 3.47
€ ye EwR E82 j As ( )
lccr_lo7 *Thml * Ms * Usg
€s,le = €sy — ( oort EY)I ) 1: ! (348)
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

AN, (w)

EcR=Ect + ——— 3.49
R ot Ecm : Ac,net ( )
lcy'Tme'ns'us
€cye =EcR + — . 3.50
ove ol Ecm : Acmet ( )
(leerf_ley)'Tbml * Mg - Us
€cle = € + — : ’ 3.51
ole “ve Ecm : Ac,nct ( )
_ [ES,R —Qp - (ES,R - Es,ye)] ) le;y
Esm = +
le,erf
Lo (o)) ) 352)
e,er
o = [ecr + b (cye —Ecr)] Loy +
lc,crf
L [Eeye tan-(ecpe l— €C;ye)] (lejert — ley) (3.53)
e,er

Einsetzen der Gleichungen und in die [Gleichung 3.32] bzw. [3.44] fiihrt
zur erforderlichen Kraft ANgy(w). Wie aus den Gleichungen @ und
erahnt werden kann, ist die Losung dieses Problems wesentlich komplexer als
fiir den Bereich vor dem Flieflen der Bewehrung. Im Zuge dieser Arbeit wurde
auf die Formulierung einer geschlossenen Losung zur Ermittlung von ANgys(w)
verzichtet und A Ngys(w) fiir den plastischen Bereich der Bewehrung numerisch
ermittelt.

Die Rissansatzfunktion

Um mit den Ergebniswerten eines Rissabschnittes die Dehnungsinderung des
Gesamtstabes ermitteln zu kénnen, bedarf es einer Festlegung der zu jeder
Laststufe vorhandenen Rissanzahl. Die Entstehung jedes Risses ist von der
Verteilung der Zugfestigkeiten entlang der Stabachse und den Stellen vorherge-
hender Risse abhéngig. Die Verteilung der Zugfestigkeiten in Stablingsrichtung
kann a priori nicht angegeben werden, da sie einem Zufallsprozess unterliegt.
Eine Ausnahme stellen bligelbewehrte Stdbe dar. Jede Querbewehrung stellt
eine Schwachstelle dar, womit sich die Wahrscheinlichkeit der Rissbildung an
diesen Stellen vergroflert. Die einzige Aussage, die getroffen werden kann, ist
die Auftretenswahrscheinlichkeit einer Zugfestigkeit. |Schwennicke| (1983) bringt
den Rissentwicklungsgrad ¢ = n; i /Ny max mit der Summenfunktion der Stan-
dardnormalverteilung im Bereich des 5 % bis 95 % Fraktilwerts in Zusammen-
hang. Nachdem die Summenfunktion nur mit hohem Aufwand zu entwickeln
ist, wihlt er zur Approximation ein Polynom 8. Grades (schwarze Kurve in
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3.4 Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

Abbildung 3.12)). In der [Abbildung 3.12| sind neben dieser Naherung weitere

Approximationen angegeben, die im Zuge der Modellbildung als sinnvoll er-
achtet werden. Der sinusoidale, sowie der lineare Verlauf fiigen sich hinreichend
genau an die Summenfunktion der Standardnormalverteilung an. Die quadra-
tische Rissentwicklungsfunktion gibt eine beschleunigte Rissbildung vor (siehe
[Abbildung 3.13|). Die Rissentwicklungsfunktionen kénnen den Gleichungen
bis entnommen werden. Wird vorausgesetzt, dass mit Erreichen des 5 %
Fraktilwerts der Zugfestigkeit der erste Riss kommt und mit Erreichen des 95 %
Fraktilwerts die maximale Rissanzahl n, max im Stab vorhanden ist, ergibt sich

die von Ngys(w) abhéngige Rissentwicklung geméf der (Gleichung 3.57]

Sinus - Form:

n-1
N7

™
= 9 S Ferows ) 1 (3.54)
fet,0.05
Lineare - Form:
fn-1
Y= fet,0.95 (3'55)
fct,0.05 -
Quadratische - Form:
fet0.95 |2
N
w: 1 ( fct005)2 (356)
(1 _ fct,o.95)
fet,0.05
NS S
mit: fy = —n 2 (w)
Ny
ind: 1< fiy < 226095 Jet,0.95
fct 0.05

Die Anzahl der Risse in Abhéngigkeit der aktuellen Zugkraft lautet:

0 fir0< fyn<1
Mg =140 (Memax = 1) fiir §< fr < foosn (3.57)
ct,0.95
Tr,max fir fet,0.05 s f
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons
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Abbildung 3.12: Rissansatzfunktion nach Schwennicke| (1983) und Approxima-
tion
ps =1.0% ps=1.0%
9 400
75 I"I ;: /
qu dr.—7 i :?‘in 300 (_{ e
— l1n. ™ T
6 ; 1 E = Ol
1 /’ E [ sin
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- = = - quadr.
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Abbildung 3.13: Vergleich der Rissansatzfunktionen (fetm = 2.9 N/11111127 v =
10 %, lsys = 1.5 m)

Ermittlung der Dehnung ¢y, des Zugstabes:

Die Léngendnderung und damit auch die Dehnungsénderung eines Stahlbeton-
stabes unter Zug wird von der mittleren Dehnung der Bewehrung bestimmt,
da diese grofer als jene des umgebenden Betons ist. Sind die mittleren Stahl-
dehnungen egy, in Bereichen des gestorten Verbundes (Zustand II) und in den
verbleibenden ungerissenen Bereichen (eg o) bekannt, kann unter Einbeziehung
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3.4 Modifikation der Beton- und Stahlarbeitslinie

der kraftabhéngigen Rissanzahl n, ; die Dehnung e4ys m des Zugstabes ermittelt
werden. Sie ergibt sich wie folgt:

2- le,erf *Nri€sm + (Lsys -2 le,erf . nr,i) *Esle
Lsys

Esys,m =

(3.58)

mit: 2- leverf "Ny < Lsys

und: 2 -l erf < Srm

Das Verhaltnis fy der Zugkraft bei Letztrissbildung zur Erstrissbildung

ps =2.81 % ps = 2.81 %
25 500 ,
/ /
20 y &= 400 /
/[ : S
/.
15 > 300 V%
wn 4

10 = 200
2 7
e
(r/ ’

0 0
50 100 150 200 0 05 1 15 2 25
Nays/As [N/mm2] Esys,m [Joo]
(a) Verlauf der Rissanzahl (b) Systemverhalten
ps =281 % ps =2.81 %
200 T 3
25
150
z g 2 \
§ 100 é 1.5 \
g g 1
50 - \
, 051 N
0 0
0 025 05 0.75 1 0 1 2 3
Esys,m [%0] Esys,m [%0]
(c) Modifizierte Stahlarbeitslinie (d) Modifizierte Betonarbeitslinie
—v=0% —v=10% —v=20%

- - nackter Stahl oRiss1 e®Rissn

Abbildung 3.14: Einfluss des Variationskoeffizienten auf die Berechnungsergeb-
nisse (fetm = 2.9 N/mm2, ps =2.81 %, lsys = 1.5 m)
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

Unter der Annahme einer konstanten Zugfestigkeit entlang der gesamten Sta-
bachse eines Zugstabes wiirden bei Erreichen dieser alle Risse auf einmal eintre-
ten. Da aber die Zugfestigkeiten entlang des Stabes unterschiedlicher Grofien-
ordnung sind, bedarf es fiir den Erstriss und Letzriss unterschiedlicher Kraftni-
veaus. Wird der Ansatz normalverteilter Festigkeiten von |Schwennicke, (1983])
iibernommen und weiters festgelegt, dass der Erstriss bei Erreichen des 5 %
Fraktilwertes und der Letztriss bei Erreichen des 95 % Fraktilwertes der Zug-
festigkeit entstehen, hingt das Zugkraftverhdltnis nur mehr vom Variations-
koeffizienten ,v“ ab . Schwennicke| (1983) weist auf, dass die
Variationskoeffizienten der zentrischen Zugfestigkeit zwischen 8.6 % und 18 %
liegen. Hierbei hingt es stark davon ab, ob man Zugversuche einer Betongiite
eines Forschungsinstitutes oder unterschiedlicher Betongiiten unterschiedlicher
Forschungsinstitute zugrundelegt. [Empelmann| (1995) begriindet den grofien
Variationskoeffizienten von 18 % durch die Uberlagerung der Streuung der
Zugfestigkeiten mit Eigenspannungszustdnden aus Schwinden und Hydrata-
tion. Er wahlt fiir seine Berechnungen v = 10%. Die [ON-EN1992-1-1| (2011))
gibt einen Variationskoeffizienten von 18 % vor. Grundséitzlich sind alle Werte
fiir v zwischen 10 und 20 % realistisch. Die zeigt Verhéltniswerte
Letztrisskraft/Erstrisskraft bei unterschiedlichen Variationskoeffizienten.

Tabelle 3.4: Verhaltniswerte N, , /an in Abhéngigkeit von v

v [%] 0 10 18 20
Joos 1 74 184 1.98

fet,0.05

3.5 Die mitwirkende Zugzone

Hauptriss innere Risse

Pl - Zone mit inneren ungerissene
(Primérriss) (Sekundarrisse) &

Rissen Zone

Abbildung 3.15: Verformungs- und Rissbild um den Bewehrungsstab nach |Goto
(1971) (aus |Alvarez| (1998))
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3.5 Die mitwirkende Zugzone

Wie in erldutert, sind die Stahlspannungen im Riss und am En-

de der Einleitungslinge verschieden. Durch die Verbundwirkung werden die
Stahlspannungen mit wachsendem Abstand zum Riss ab- und die Betonspan-
nungen gleichzeitig aufgebaut. Die Verbundwirkung wird mafgeblich durch den
Verzahnungseffekt der Rippen realisiert (mechanischer Verbund, siehe

dung 3.15|).

Ansicht
T
F E __ Primarrisse —___ E F Modellvorstellung
— b LT
| i -~
E ~ E - &// &% Act,eff
| Pl N i = f N
i ///’\ /’ T\\\ i i <F_5 /K/ hct’eﬂr i \\
IS/ | I I 1 v g
Sekundarrisse i
Draufsicht
N W — T
<t SR NN | RNV | RSO | NIV | NS —_—
—EEE e —
[ i [ [

6
5 s
rd
4 ’
) // /
= 7z
§31
<0
,' - - - Zentrischer Zug
T —— Biegung '

0

0510 20 30 40 60 80 100
h/d;

Abbildung 3.17: h¢ .g in Abhéngigkeit von d; nach |K6nig und Tue| (]1996[)

Da die Bewehrung in Betonbauteilen aus Effektivitdts- und Dauerhaftigkeits-
griinden im allgemeinen im Randbereich angeordnet wird, konzentriert sich die
Einleitung der Verbundkraft in dieser Zone. Die Zugspannung im Randbereich
ist daher grofler als die mittlere Zugspannung iiber die gesamte Zugzonenho-
he. Mit anwachsender Bauteilhohe kommt es daher neben der Ausbildung von
Primérrissen auch zur Entstehung von Sekundérrissen. Primére Risse erstre-
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

cken sich iiber die gesamte Zugzone wihrend sekundére Risse nur einen Teil
der Zugzone erfassen. Zum Erzeugen eines Sekundérrisses ist im allgemeinen
eine geringere Zugkraft als zum Erzeugen des Primérrisses notwendig. Dies ist
dann der Fall, wenn die Bauteilh6he zunimmt und die Bewehrung, bezogen auf
die Bauteilhhe, nahe am Bauteilrand angeordnet wird (siehe [Abbildung 3.16).
In diesen Féllen wird der Bewehrung eine umgebende Betonfliche A; g zu-
geschrieben, die genau die Zugkraft zur Bildung des Sekundirrisses erreichen
kann. Konig und Tue| (1996) entwickeln basierend auf finite Elemente Berech-
nungen den in der dargestellten Vorschlag zur Bestimmung
der effektiven Hohe h¢ g rechteckiger Querschnitte. Fiir die Berechnung der
zugversteifenden Wirkung als auch fiir die Berechnung der Rissbreite ist der
kleinere Wert aus Primérrisskraft und Sekundarrisskraft mafigebend:

Ac,eff ‘ fct <aR- Act ‘ fct (359)
Der Wert ag in der obigen Gleichung spiegelt die Volligkeit der Zugspannungs-

verteilung im Zustand I unmittelbar vor der Rissbildung wieder (Bsp.: reine
Biegung: ar = 0.5, zentrischer Zug: ag = 1.0).

3.6 Einfluss des Schwindens

700 200 7 7
7
600 - / e
(4 150 7
5 500 G o d
£ a g / y
g a4 g ’
—~ 400 / E 100 Es,shr 4 I¢
Z- 300 /47 = .
< “ < ’
=5 200 /£ 5 %0 ‘
% // w +——reiner Stahl
2z 100 A Z ,/ ohne Schwinden
#—reiner Stah| 0r— :
0 [ ’.ohne S'chwinden - —z 4 mit Schwinden :und Kriechen
100 ,I\ {;Tgfﬁwhmg‘gﬁn und Kriechen 50 N \ rr}it Schwinden H
05 0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 05 -025 0 025 05 075 1.0
oy [ Seyam [
(a) Bereich bis zum FlieBbeginn (b) Bereich um den Ursprung

Abbildung 3.18: Auswirkung des Schwindens auf das Verhalten des Zugstabs

Durch das Schwinden und der Verkiirzungsbehinderung durch die Bewehrung
entstehen in einem Stahlbetonkdrper Eigenspannungen. Hierbei werden in der
Bewehrung Druckspannungen und im Beton Zugspannungen aufgebaut. Die
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3.7 Ergebnisse, Vergleichsrechnungen

durch den Eigenspannungszustand resultierenden Kraftanteile im Stahl und
Beton stehen miteinander im Gleichgewicht. Die durch das Schwinden erzeug-
ten Zugspannungen im Beton fiihren in einem Stahlbetonzugstab zu einer frii-
heren Erstrissbildung, da die Eigenspannungen einen Teil des aufnehmbaren
Zugspannungspotentials aufbrauchen. Die rote Linie in den Abbildungen
und verdeutlicht diesen Sachverhalt. Die zeitlich anwachsenden Zwangs-
spannungen durch das Schwinden werden durch das Kriechen des Betons teil-
weise wieder abgebaut. Die aus dem inneren Zwang aufgebaute Zugspannung
im Beton ist somit kleiner, die Erstrissbildung in einem Zugstab tritt bei einer
hoheren Kraft ein (blaue Linie in den Abbildungen [3.18a] und [3.18b). Der Ei-
genspannungszustand kann durch den Versatz &g snr /0 shr (Gleichung [3.60[ und
beschrieben werden.

Ecs
L+aeps-(L+p(t)-p)
Os,shr = €g,shr * Esl (361)

Es,shr = (360)

In der obigen Gleichung ist e die freie Schwinddehnung und p(t) der Relaxa-
tionsbeiwert (auch als Relaxationskennwert, Alterungsbeiwert oder Alterungs-
kennwert bezeichnet). Dieser liegt zwischen 0.5 und 1.0, wird aber n&dherungs-
weise haufig mit 0.8 festgelegt (Zernal (1986))).

3.7 Ergebnisse, Vergleichsrechnungen

Mit dem in vorgestellten Zugversteifungsmodell wurden charak-
teristische Versuche aus der Literatur nachgerechnet. Die Anwendbarkeit des

Modells wird an von Zug- und Biegeversuchen (mit/ohne Normalkraft) de-
monstriert. Hierbei werden aus der Literatur Versuchskorper unterschiedlicher
Bewehrungsgrade und Querschnittsformen gewéhlt. Auch Zugstdbe mit Kom-
bibewehrung (Stabstahl und Fasern) werden nachgerechnet. Die Abbildungen
B:I9bis [3.25] bestétigen, dass das Modell geeignet ist, die zugversteifende Wir-
kung des Betons zwischen den Rissen zufriedenstellend abzubilden. Die Quali-
tat der Berechnungsergebnisse hiangt vom realitdtsnahen Erfassen der Erstriss-
zugfestigkeit ab. Bei Querschnitten, die durch Momente mit/ohne Normalkraft
belastet sind, ist es wichtig die Sekundérrissbildung (Ansatz: A¢ ef) zu beriick-
sichtigen. Bei Querschnitten mit Rundumbewehrung unter Momentenbelastung
(hier: Biegeversuche von [Schlaich und Schober| (1985))) hat sich gezeigt, dass
die uber die Querschnittshéhe verteilte Bewehrung das Aufreiflien des Quer-
schnitts bremst. Um das reale Verformungsverhalten abbilden zu kénnen, muss
diese Wirkung in die Nachrechnung miteinbezogen werden. Allen Versuchs-
nachrechnungen wurde ein mittlerer Rissabstand von sy, = 1.443 -l orf und ein
sinus-férmiger Verlauf der Rissansatzfunktion zu Grunde gelegt.
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

3.7.1 Zugversuche

Die nachgerechneten Zugversuche mit einmaliger Kurzzeitbelastung von [Hartl
(1977) und |[Empelmann| (1995)) weisen Bewehrungsgrade von 0.75 % bis 7.09 %
auf.

Versuche von Hartl (1977

Tabelle 3.5: Kennwerte fiir die Nachrechnung der Kurzzeitversuche aus [Hartl

(1977)
Daten der Probekorper ‘ Daten der Nachrechnung
h/b Bew. Ps fetm v Lgys
[cm]  [Stk.]@[mm] [%] [N/mm?] [%] [m]
Serie 1-@8 8/8 128 0.75 3.3 10 0.5
Serie 1-@12  8/8 1@12 1.75 3.6 10 0.5
Serie 1-@18  8/8 1218 4.03 3.5 10 0.5
Serie 1-@24  8/8 1924 7.09 3.1 10 0.5

Versuche Serie 1

400 — 7
/,
4
IH
v
S 300 7
= 4
g 7
’
£ 200 :
<
~
< 100
Versuch
= = = reiner Stahl
Rechnung
0
1 1.5 2
Esys,m [%0}

Abbildung 3.19: Serie 1 von |Hartl (1977)
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3.7 Ergebnisse, Vergleichsrechnungen

Versuche von [Empelmann| (1995)

Tabelle 3.6: Kennwerte fiir die Nachrechnung der Versuche aus

(1995)
Daten der Probekorper ‘ Daten der Nachrechnung
h/b Bew. Ps fctm v Lsys
fom]  [Stklefmm] (%] | [N/mm? (%] [m]
Z1 12/12 4210 2.18 2.0 10 1.1
72 12/12 428 1.40 2.0 10 1.1
Z3 12/12 428 1.40 2.0 10 1.1
Z4 12/12 428 1.40 2.0 10 1.1
Z6 15/15 4214 2.74 2.0 10 1.1
Z7 15/15 4212 2.01 2.0 10 1.1
Z8 15/15 414 2.01 2.0 10 1.1

400 7 400 7
’ //
’ ’
’ ’
’ ’
300 ‘ e
NE ’ =t 7
g ol / ‘
Z 200 /7 S
< //
g | A
>
n 7’
Z 100 7’ Versuch Versuch
,/ — = = reiner Stahl = = =reiner Stahl
’ Rechnung Rechnung
’
0
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Esys,m [%0] Esys,m [%0}
(a) VK Z1 - p=2.18% (b) VK Z2 bis Z4 - p = 1.40%

Abbildung 3.20: Kurzzeitversuche von |Empelmann| q1995D, Teil 1
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Abbildung 3.21: Kurzzeitversuche von [Empelmann| (1995)), Teil 2

Versuche von |Leutbecher| (2008)

Die betrachteten Versuchskorper zeigen den Einfluss zusétzlicher Faserbeweh-
rung auf das Last-Verformungsverhalten von bewehrten Zugstdben. Die nach-
gerechneten Versuchskérper wurden mit hochfester Stabbewehrung der Giite
St 1420/1570 bewehrt. Der Bewehrungsgrad der Stabbewehrung betrug 1.3
und 3.0 %, der Faserbewehrungsgrad zwischen 0.9 und 2.5 Vol.-% mit Faser-
schlankheiten l¢/ds von 113.3 bzw. 60. Es zeigt sich, dass die Fasern einen sehr
hohen Einfluss auf die zugversteifende Wirkung des Betons haben. In den Nach-
rechnungen (Abbildung und wurde das Schwinden beriicksichtigt,
das speziell bei hochfesten Betonsorten nicht unterschitzt werden darf. Deshalb

sind die Versuchs- und Nachrechungskurven horizontal vom Ursprung versetzt
dargestellt.

Tabelle 3.7: Daten der Priifkérper aus [Leutbecher| (2008))

h/b Bew. [lf/@f] ps/pf

[cm]  [Stk.]@[mm]  [mm] (%]
d8-F17/0.9 22/7 428 17/0.15 1.3/0.9
d8-F17/2.0 22/7 4058 17/0.15 1.3/2.0
d12-F9/0.9 22/7  A4p12 9/0.15  3./0.9
d12-F9/2.5 22/7 4212 9/0.15 3./2.5
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3.7 Ergebnisse, Vergleichsrechnungen

Tabelle 3.8: Kennwerte fiir die Nachrechnung der Versuche aus |Leutbecher

(2008)
fctm v Lsys Srma ﬁf/gfb
[N/mm?]  [%] [m] [mm] [
d8-F17/0.9 8.5 10 0.75 425 0.75/1.13
d8-F17/2.0 8.5 10 0.75 42,5 0.75/0.76
d12-F9/0.9 8.5 10 0.75 225 0.5/2.40
d12-F9/2.5 8.5 10 0.75 225 0.5/1.24

a Entspricht l¢/4
b Beriicksichtigung der Faserorientierung und der Faserwirksamkeit
nach |Leutbecher| (2008])

2000 2000
d8-F17/2.

5 1500 foffoi ot &~ 1500 e
g o g e
g . .~’// d12-F9/2. //

4

g
~
Z.
1000 it —~ 1000 4%
@« R 0 / A
: / i ; 0 d12-F9/0.9
2 Versuch 2 Versuch
500 [ /’ = = = reiner Stahl 500 /..:}' = = = reiner Stahl
7 Rechnung / Rechnung
R I Rechnung (ohne Fasern) / ---------- Rechnung (ohne Fasern)
7

1 3 5 7 9 11 -1 1 3 5 7 9 11
Esys,m [%0} Esys,m [%0]

B

o

(a) Zugstabe ps = 1.3%, pr = 0.9 und 2.0%(b) Zugstibe ps = 3.0%, pr = 0.9 und 2.5%

Abbildung 3.22: Kurzzeitversuche von [Leutbecher| (2008))

3.7.2 Biegeversuche - Vergleich der M-x-Kurven
Versuche von [Fritsche| (1980)

Fritsche priifte aufbauend auf den Versuchen von Hartl (1977) Rechteckquer-
schnitte und Plattenbalken mit variierendem Bewehrungsgrad von 0.2 % bis
2.0 % auf Biegung. Das Ziel seiner Versuche war die zugversteifende Wirkung
unter Biegebeanspruchung zu untersuchen. Er wihlte fiir die Versuchsdurch-
fithrung einen 4-Punkt-Biegezugversuch mit einem Abstand von 4.5 m der Auf-
lager und zwei Lasteinleitungsstellen in den Drittelpunkten. Die wesentlichsten
Parameter der Versuche und der Nachrechnung sind in den Tabellen [3.9| und
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

dargestellt. In allen Nachrechnungen war die Sekundérrisskraft (Aces)
mafigebend. Insgesamt kann die Qualitdt der Nachrechnungsergebnisse als zu-
friedenstellend eingestuft werden. Einzig bei sehr geringen Bewehrungsgraden
zeigt die Nachrechnung ein deutlich weicheres Verhalten als der Versuch.

100 100
—— Versuch — Versuch
—— Rechnung —— Rechnung
80 80
R1 _—
= / — _ ——
g 60 P.‘.}Bé, g 60
Z // R2A Z //PE2
= 40 / = 40 dy-=-20-mm-...
/S — DB ol
/ et R3 = dy = 27.5 mm
— ’
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
£ [1/1000m) £ [1/1000m)
(a) Serie R (b) Serie PB

Abbildung 3.23: Kurzzeitversuche von (1980)

Tabelle 3.9: Kennwerte der Probekorper aus [Fritsche| (1980

h/ho/b/bo/d Bew. Ps N
[cm] [Stk.]@[mm] [%] [kN]

Rl 33.5/-/15.0/-/30.6 2512 05 0
R2a  33.5/-/14.8/-/30.6 25518 1.0 0
R2b  33.5/-/14.7/-/30.6 20718 1.0 0
R3  33.6/-/14.9/-/30.5 2024 2.0 0
R4 33.9/-/14.9/-/30.6 2058 02 0
PBl 33.5/7.0/37.6/15.1/30.8 2212 05 0
PB2 33.7/7.1/37.6/15.1/30.9 2218 1.0 0
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3.7 Ergebnisse, Vergleichsrechnungen

Tabelle 3.10: Kennwerte fiir die Nachrechnung der Versuche

Ecm/fcm/fctm v AAc,effa Lsys
[N/mm?] %] [em®]  [m]

R1  28500/-28.2/2.3 10 107 1.5
R2a 28500/-28.2/2.3 10 105 1.5
R2b  28500/-28.2/2.3 10 108 1.5
R3  28500/-28.2/2.3 10 116 1.5
R4 28500/-28.2/2.3 10 123 15

PB1 28500/-28.2/2.3 10 104 1.5
PB2 28500/-28.2/2.3 10 104 1.5

& Gilt pro Bewehrungsstab

Versuche von |Schlaich und Schober| (1985)

In dieser Verdffentlichung wurden fiinf Rohren mit drei unterschiedlichen Be-
wehrungsgraden unter Biegebeanspruchung gepriift. Um den Einfluss der Nor-
malkraft quantifizieren zu kénnen, wurde ein Bewehrungsgrad unter variieren-
der Normalkraft getestet. Bei allen Versuchskoérpern wurde die SchnittgroBen-
kombination Ng, Mg bei Erstrissbildung ermittelt. Ausgehend davon wurde
tiberpriift, ob die Primérrisszugkraft (Kraft der Zugzone) grofier als die Sekun-
dérrisszugkraft (Kraft von A ef) ist. Dies war bei allen Probekérpern der Fall.
Um die bremsende Wirkung der verteilten Bewehrung gegeniiber des Aufrei-
Bens des Querschnitts zu erfassen, wurde bei allen Versuchskorpern die in der
Zugzone des Zustandes I befindliche Bewehrung proportional der in A; o be-

findlichen Bewehrung angerechnet (Gleichung 3.62f). Bis auf den Probekorper

V4 konnten sehr gute Ergebnisse in der Nachrechnung erzielt werden.

n . Zs,i t hI - hQS
Aset = Yo ei- Agy mit 7= 12 98 3.62
s,eff & Ns,i s, 1 Ms,i 2 + h; — hQS ( )

Oc,o
hqs
,,,,,, Ms
\o L\
A\ \
fet 1

Abbildung 3.24: Qualitativer Dehnungszustand einer Rohre im Zustand 1
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3 Die versteifende Mitwirkung des Betons

Tabelle 3.11: Kennwerte der Probekoérper aus |Sch1aich und Schober| (]1985[)

ra/Ti/Ts Bew. Ps N
[cm] [Stk.]g[mm]  [%)] [kN]

VK1 60/50/58 36210 0.818 -1000
VK2 60/50/58 36210 0.818 0

VK3 60/50/58 36210 0.818 -2000
VK4 60/50/58 20210 0.454 -1000
VK5 60/50/58 72210 1.636  -1000

Tabelle 3.12: Kennwerte fiir die Nachrechnung der Versuche

Ecm/fcm/fctm v Ac,effa Lsys
[N/mm?] (%] [em®]  [m]

VK1 26000/-24.0/2.0 10 233 5.0
VK2 26000/-24.0/2.0 10 13.9 5.0
VK3  26000/-24.0/2.0 10 316 5.0
VK4  26000/-24.0/2.0 10 580 5.0
VK5  26000/-24.0/2.0 10 158 5.0

2 Gilt pro Bewehrungsstab

1500 — 1500
V31— 5)1
1250 Z 1250 /
/ — / —
. 1000 7 Vi1 —_— 1000 Vil
E E J VI
z ~ z S —
2 750 & 750 =
= |\ — | =
500 500
L‘ V21 /
250 250
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
£ [1/1000m) £ [1/1000m)
(a) Rohren V1, V2 und V3 bei (b) Rohren V1, V4 und V5 bei
Erstbelastung Erstbelastung

Abbildung 3.25: Kurzzeitversuche an Stahlbetonréhren von [Schlaich und Scho-|
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4 Berechnungen am Querschnitt

Querschnittsberechnungen bilden die Grundlage jeder Bemessung, sowie aller
nichtlinearen Schnittgréffenermittlungen und Verformungsberechnungen. Das
Verhalten von Querschnitten stellt nach dem Stoffgesetz die zweite Integrati-
onsstufe des allgemeinen Bauteilverhaltens dar. Demnach ist die realitdtsnahe
Beschreibung des Verhaltens von Querschnitten nur mit entsprechend genauen
Materialmodellen méglich. Dieses Kapitel behandelt die Grundlagen der Quer-
schnittsberechnungen. Ausgehend von Abbildungsméglichkeiten beanspruch-
ter Querschnitte werden Algorithmen zur Berechnung reaktiver Schnittgréfen
SR = (N, M,, M )r und zum Finden von Dehnungszustianden vorgestellt und
diskutiert. Die Betrachtung am Querschnitt wird genutzt, um die Zeitschritt-
methode zur Beschreibung der zeitlichen Effekte Kriechen und Schwinden aus-
fithrlich zu erldutern und mit bekannten Verfahren (Verfahren nach Trost, Ver-
fahren effektiver Steifigkeiten) zu vergleichen.

4.1 Bestandteile von Querschnitten, Definitionen

Die zeigt einen allgemeinen Verbundquerschnitt, der aus belie-

big umrandeten und punktférmigen Teilflichen zusammengesetzt ist. Punkt-
féormige Teilflachen stellen einen Sonderfall allgemeiner Teilflachen dar. Sie wei-
sen vernachléssigbare Flichenmomente erster oder zweiter Ordnung auf (Sy,eig,
Sy.eig Lyeigs 1yeig) und werden daher nur durch ihre Flédche und Position defi-
niert.

punktférmig
Teilflachen

<
Abbildung 4.1: Allgemeiner Verbundquerschnitt
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4 Berechnungen am Querschnitt

4.2 Charakteristische Kennwerte von Querschnitten

Der ideelle Schwerpunkt S;q ist ein zentraler Kennwert fiir Querschnitts- und
Stabwerksberechnungen, da dieser den Bezugspunkt der Schnittgréfien dar-
stellt. Er kann beziiglich eines beliebigen 7-z-Koordinatensystems aus den Fl&-
chenmomenten erster Ordnung und dem Fldcheninhalt ermittelt werden ( g, =
S./A, Zs = Sy/A ). Die Flache und die Trégheitsmomente I, und I, werden
bei linear elastischen Berechnungen zur Ermittlung der Dehn- und Biegestei-
figkeiten herangezogen. Bei nichtlinearem Materialverhalten kénnen nur die
Startwerte der Steifigkeiten iiber Querschnittskennwerte ermittelt werden. Die
Berechnung beanspruchungsabhéngiger Steifigkeiten erfolgt iiber die Beziehun-

gen ON/Oeg bzw. OM [0k (siehe |[Abschnitt 4.5)).

Die Ermittlung der ideellen Querschnittswerte eines allgemeinen Verbundquer-
schnittes erfolgt nach den Gleichungen @ bis @ Hier stellen n,, die Anzahl
allgemein umrandeter Teilflachen A; (4; <0V A; > 0), ns die Anzahl punktfor-
miger Fiillungen A; (A; > 0) und n, die Anzahl punktférmiger Offnungen Ay,
(A, < 0) dar. Fiillungen werden durch positive, Offnungen durch negative Fli-
cheninhalte beschrieben. Die Umrechnung von Brutto- auf Nettowerte erfolgt
iiber den Faktor 7.. Jede beliebige Flache kann in eine andere Fléche mit einem
ungleichen Material (hier: Basismaterial) eingebettet sein. Die Basisflache wird
dann verdrangt bzw. ersetzt. Dies wird iiber die n.-Faktoren beriicksichtigt.
Gibt es zu einer Flidche keine verdrangte Basisflache, so gilt aep = 0.

np ne
Ajg = Z(ne,i‘fdAi) Zneg CAj+ Z%Bk Ay, (4.1)
=1

Np ng No
Sy,id = Z (ne,z’ : deAz) + Z e, ~Aj “Zj+ Z Q6B k Az (4.2)
i1 j=1 =1
Np nf No
S.id = Z (Ue,i . fydAi) + Y Mej Ajyi+ Y, eBi Ak Uk (4.3)
b =1 =1
Np nf
Iya=Y, (nc,i : f22 dAi) Do Ney Ay g+ Z Qe - Ak 23 (4.4)
i=1 j=1
I.id = (77e i fy dA; ) 77e; A; 'y? + ) Bk - Ak “yr (4.5)
=1
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4.2 Charakteristische Kennwerte von Querschnitten

mit: n, ... Anzahl allg. umrandeter Teilflichen (Fiillungen, Offnungen)
ng ... Anzahl punkftférmiger Fiillungen
Ne ... Anzahl punkftformiger Offnungen
O ... Eij|Eyef bzw. Ej[Eye
QB ... E-Modul-Verhéltnis des verdrédngten/ausgesparten

Basismaterials

es gilt: Fiillungen: A; bzw. A; ... pos.
Offnungen: A; bzw. Ay, ... neg.

e =

(ae = @) ... Lochanteil wird berticksichtigt
Qe ... Lochanteil bleibt unberiicksichtigt

Lochanteil entspricht der verdriangten Flache des Basismaterials

Der Referenzwert des E-Moduls E\¢ kann grundsétzlich beliebig gewéhlt wer-
den (Bsp.: 1, 10, 1000, E-Modul einer Teilfliche, ...). In vielen Fillen ist ein
Hauptmaterial vorhanden, das dann als Referenz gewéhlt wird.

Der Integralsatz von Green zur Flachenberechnung

Die Ermittlung des Fldcheninhalts und der Flachenmomente kann eine durch-
aus komplexe Aufgabe darstellen. Mit dem Integralsatz von Green lassen sich
diese sehr einfach bestimmen. Er besagt, dass sich ein allgemeines Doppelin-
tegral zweier Funktionen f(y,z) und g(y, z) in ein Ring- bzw. Kurvenintegral
iiberfithren lasst:

S (- ety = f o+ fead) @0

Mit f(z,y) =y und g(z,y) = —z lasst sich der Flacheninhalt durch Integration
entlang der Umrandungskurve C' wie folgt bestimmen:

A:jgydz:—ﬁlgczdy:;(jgydz—ﬁlgczdy) (4.7)

Fir y = v1()\), dy = y1(A) und z = y5(A), dz = v45(\) kann die zuvor ange-
schriebene Gleichung auch in die Parameterdarstellung iibergefithrt werden:

A= [T A0 ax=- [0 o) ax (4.9

Die Fliche A wird hierbei positiv, wenn die Umrandungskurve gegen den Uhr-
zeigersinn (mathematisch positiv) umfahren wird, und negativ bei Umfahrung
im Uhrzeigersinn.
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4 Berechnungen am Querschnitt

Spezialfall Polygonzug

Die zeigt das Teilstiick p; eines umrandenden Polygonzugs, mit
dem Anfangspunkt A und dem Endpunkt E. Die Parameterdarstellung von

pi(A) fur 0 < A <1 lautet:

i (71()\)) _ (yA) ) (yE —yA) _ (yA) e (Ay) (4.9)
72(A) ZA ZE — ZA ZA Az
Mit der ersten Ableitung von p;(A) nach A:
/ 71(/\)’) (Ay)
o = 4.10
b (72()\)' Az (#10)
1
U F \
N z
0

Fillungen:
Offnungen: ~

Ay

Abbildung 4.2: Darstellung eines Polygonabschnitts

Die eingeschlossene Fliache dieses Teilstiickes ergibt sich durch Einsetzten der

Beziehungen aus den Gleichungen [£.9] und [£.10]in die [Gleichung 4.8

b , 1
Ap= [ ) = [ (ga+ Ay-x) - Azda

1
= (yA+2-Ay)'Az (4.11)

Aufsummieren der Fldchen aller Teilstiicke liefert die eingeschlossene Gesamt-
fliche des Polygonzugs:

A= Z Ay, (4.12)
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4.3 Spannungsintegration

Analog zur obigen Gleichung folgt fiir Sy »,, Sz pis Ly.pir Lop; Und Iyyz p,:

Sy.p; = fab’h(/\) “A2(A) - 2(A) dA

1
=[ (ya + Ay-A) - (za + Az - X) - AzdA
0

1 1 1
=(yA‘ZA+2~Ay~zA+2~yA~Az+3'Ay'Az)~AZ (4.13)

b 1 1
Sep =5 [ )22y A= 3+ [ g+ Ay 2 Azd

N~ N~

1
'(yi+yA'Ay+3'Ay2)-Az (4.14)

Iyp; = [ab%()\) (A - z(A)2dA

1
= [t Ay a+ A0 Azd
0

1
:(yA~zi+yA-zA-Az+3~yA'A22+

1, 2 1 )
+§~2A'Ay+§-2A~AyAz+Z-Ay-Az -Az (4.15)
1 b ! 2
Lp= 5 [ 00200 y()2dA
1 1 3
:f.f (ya + Ay-A)* - AzdA
3 Jo
L O S RN
= YA T YA -BY+ YA QY+
3 3
Lo 2 2, 1 3
+§-yA~Ay+§~yA-Ay +1~Ay -Az (4.16)

4.3 Spannungsintegration

Der Dehnungszustand bei biaxialer Biegebeanspruchung mit Normalkraft (sie-

he |Abbildung 4.3)) kann wie folgt eindeutig beschrieben werden:

€(y7z):E()+ky'y+kz'z+5add(yvz) (417)
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4 Berechnungen am Querschnitt

Mit dem Term e,q4(y, 2), der fiir jeden Teilquerschnitt anders sein kann, werden
Anteile aus Vorspannung, Schwinden, Kriechen (siehe|Unterabschnitt 4.6.3)) etc.
beriicksichtigt.

y-z-System:

< _
m Sid
¢\ I

n-C-System:
(Hauptkriimmungsebene:)

Si(l

M,
at K}IC
n N¢
N Zug ... pos.
" | Druck ... neg.

Abbildung 4.3: Querschnitt unter zweiachsiger Biegebeanspruchung

Die reaktiven Schnittgrofien fiir einen beliebigen Dehnungszustand lauten:

N = an; fﬁ(s(y, z))dA; + ia(a(y, z));-Aj+ :Z_:Ol o(e(y,2))B.k - Ak
(4.18)

T S LTI FIES S U

Mo

kZ_: a(e(y,2))Bx - 2 Ay (4.19)

M= ni; fa(f(yﬂ)) rydA; + 20(6(%2))1‘ "y Ayt

Mo

kz a(e(y, )k -y Ar (4.20)

mit: np ... Anzahl allgemein umrandeter Teilflichen
ng ... Anzahl punkftférmiger Fiillungen
No ... Anzahl punkftformiger Offnungen
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4.3 Spannungsintegration

Es gilt:

Fillungen: A; bzw. A; ... pos.
Offnungen: A; bzw. Ay ... neg.

a(e(y, 2)) = {

(o(e(y,2)) —o(e(y,2z))B) ... Lochanteil beriicksichtigt
a(e(y,2)) ... Lochanteil unberticksichtigt

o(e(y,2))B ... zugehorige Spannung des verdriangten Basismaterials

Die Spannungsintegration kann analytisch oder numerisch erfolgen, wobei in
beiden Féllen der Green’sche Integralsatz anwendbar ist. Bei linear elastischem
Materialverhalten stellt die analytische Ermittlung der reaktiven Schnittgro-
Ben kein Problem dar. Sie wére aus der sinngeméfien Erweiterung der Glei-
chungen bis mit o(y, z) herleitbar. Bei einem allgemeinen Stoffge-
setz, auch wenn der Spannungs-Dehnungs-Verlauf analytisch erfassbar ist, kann
die analytische Spannungsintegration zu numerischen Problemen fiihren. [Pfeif-
fer| (2004) macht in seiner Dissertation darauf aufmerksam. Daher empfiehlt
es sich eigentlich immer, die Spannungsintegration numerisch durchzufiihren,
wenngleich diese Mainahme mit lingerer Rechendauer und unter Umstédnden
geringerer Genauigkeit verbunden ist. In weiterer Folge wird die numerische
Spannungsintegration fiir allgemein nichtlineare Stoffgesetze vorgestellt.

Spannungsintegration mit dem Integralsatz von Green in Kombination mit
numerischer Quadratur

Der Satz von Green kann mit jedem numerischen Quadraturverfahren kombi-
niert werden. Zu den bekanntesten Methoden zdhlen die Simpsonregel, Tra-
pezregel oder auch das Verfahren nach Gauss-Legendre. Aufgrund der hohen
Genauigkeit, bei vergleichsweise geringer Stiitzstellenanzahl, ist die Quadra-
tur nach Gauss-Legendre besonders zu empfehlen. Weitere Verfahren und ei-
ne Entscheidungshilfe fiir die Wahl des geeigneten Verfahrens lassen sich aus
Engeln-Miillges et al.| (2011]) entnehmen.

Die Gauss-Quadratur erfolgt nach folgender Regel :

b b-a 2 (b-a) - rng+b+a
f flz)dx ~ 5 'ch,g'f( 2g )
a g=1

mit: n ... Anzahl der Integrationspunkte

(4.21)

Cp.g ... Positionen der Integrationspunkte im Intervall -1 -1
Thn,g --- Wichtungsfaktoren in den Integrationspunkten

im Intervall -1 -1
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4 Berechnungen am Querschnitt

Ein Auszug der Stiitzstellen und Wichtungsfaktoren fiir unterschiedliche An-
zahlen an Stiitzstellen ist der unten angefiihrten Tabelle zu entnehmen. Werte
fiir andere Anzahlen an Stiitzstellen kénnen |Schwarz| (1988), [Engeln-Miillges
et al| (2011)), Faires und Burden| (1994) oder dhnlicher Literatur entnommen
werden.

Tabelle 4.1: Stiitzstellen und Gewichtungsfaktoren der Gauss-Quadratur fiir
das Intervall a:b = -1:1

n Tn.g Cn.,g

1 0.00000 00000 00000  2.00000 00000 00000

2 +0.57735 02691 89626  1.00000 00000 00000

3+ 0.77459 66692 41483  0.55555 55555 55556
0.00000 00000 00000  0.833388 33338 83333

5 £ 0.90617 98459 38664 0.23692 68850 56189
+ 0.56846 93101 05683  0.47862 86704 99366
0.00000 00000 00000  0.56888 88888 88888

at o= fe(y,2))
n Sid = f E(C))
1 FE)

) ng =0 (€(Anyg))
1+4+m,

Fillungen: A =o|e * ng

Offnungen: ~ g 2

Abbildung 4.4: Anwendung der Gauss-Legendre Quadratur auf einen Polygon-
abschnitt (Hier dargestellt: 3 Stiitzstellen)

Bei Kombination des Green’schen Integralsatzes mit numerischer Quadratur
empfiehlt es sich, das Koordinatensystem in die Hauptkriimmungsebene (7-¢-
Ebene, zu transformieren. Dadurch ist die Spannung nur mehr
von einer Koordinate abhingig (o = f({)) und die numerische Integration muss
nur einmal durchgefiihrt werden - siehe Fiir jeden Teilabschnitt
pi des Polygonzugs werden die TeilschnittgroBen nach den Gleichungen [1.22]bis

berechnet. Diese jeweils fiir N p,, My, p, oder M¢,, angegebene Funktion
wird bei der Quadratur mit n Stiitzstellen n-mal ausgewertet, gewichtet und
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4.3 Spannungsintegration

aufsummiert. Im Falle der Gauss’schen Quadratur werden die Positionen A, 4
durch die Faktoren 7, 4 und die Gewichtungen durch ¢, 4 bestimmt.

Ngp, = Z (A +An-Ang) - AC-0(e(Anyg))  Cnyg (4.22)
g=1

My p, = > (na+ A0 g) - (Ca+ AC-Ang) - AC-0(e(Ang)) - Cnyg (4.23)
g=1

n 1 9

M¢p, = Z 5 (Ma +An- A g)” - AC-0(e(Ang)) “Cnyg (4.24)

g=1
) 1+r,, .
mit: A, 4 = 5 ... fiir das Intervall 0 - 1 (4.25)

Die GesamtschnittgroBen IV,, M, bzw. M, ergeben sich durch Summation der
TeilschnittgroBen Ny p,, My p, bzw. M¢ . aller n, Polygonabschnitte:

Nx Np Nm,pi
T=AM, =Y 1 M,,, (4.26)
M¢ =AM p,

Die Momente M, und M, beziiglich der y-z-Ebene erfolgen durch Riicktrans-
formation nach

Transformation von P (Punkt, Momentenvektor) von der y-z- in die n-¢-Ebene:
P(n,¢) =T P(y,z) (4.27)
Riicktransformation von P von der n-¢-Ebene in die y-z-Ebene (M,,,M,):

P(y,z)=T"-P(n,Q) (4.28)

T [ cos() sin(a)] (4.29)

—-sin(a) cos(a)

T [cos(a) —Sin(a)] (4.30)

sin(a)  cos(a)

Genauigkeit des Verfahrens

Die meisten Querschnittsformen im Bauwesen lassen sich im kartesischen Ko-
ordinatensystem als Polygonzug exakt beschrieben (Rechteck, Kasten, Plat-
tenbalken, Trapez, ...). Alle anderen Formen, fiir die dies nicht zutrifft (Kreis,
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4 Berechnungen am Querschnitt

Ellipse, ...), lassen sich durch Polygonziige zumindest beliebig genau annéhern
(siehe. Daher erscheint es vertretbar auch allgemeine Kurvenfor-
men durch Polygonziige zu modellieren. Die demonstriert an einem
Kreis die Abweichungen des Fliacheninhalts bei unterschiedlicher Modellierung
des Umfangspolygons. Die Ndherung des Kreises erfolgt hier durch eingeschrie-
bene, umschriebene oder aus beiden Varianten gemittelte, regelméafige, n-Ecke.
Erwartungsgemésf sinkt die Abweichung mit steigender Anzahl der Eckpunkte,
wobei sich eingeschriebene n-Ecke von ,,unten“ und umschriebene n-Ecke von
y,oben“ der realen Kreisflache anndhern. Die Differenz der Fliachen bei gleicher
Eckanzahl kann durch Mittelung beider Varianten deutlich gesenkt werden.
Fiir ingenieurméfige Berechnungen sollte die Modellierung eines Kreises mit
16 bis 64 Eckpunkten ausreichend genau sein.

QOO

Abbildung 4.5: Polygonale Anndherung eines Ringquerschnitts (von links nach
rechts: Originalquerschnitt, Polygonzug mit 8 Eckpunkten, Po-
lygonzug mit 16 Eckpunkten). Fiillungen: », Offnungen: ~

Tabelle 4.2: Differenz §A [%o] einer Kreisfliche in Abhéngigkeit der Teilung
und Abbildung

Polygonzug
Teilungen eingeschrieben umgeschrieben gemittelt
4 -363.4 273.2 -72.4
8 -99.7 54.8 -24.0
16 -25.5 13.1 -6.3
32 -6.4 3.2 -1.6
64 -1.6 0.8 -0.4

0A = (Anum./Aexakt — 1) - 1000

Mit der numerischen Quadratur nach Gauss-Legendre kénnen bei der Wahl von
n Stiitzstellen Polynome bis (2n — 1)-ten Grades exakt integriert werden. Wer-
den fiir das Stoffgesetz Funktionen von maximal zweitem Grad (parabelférmige
Arbeitslinie) und die Umrandung als Polygonzug festgelegt, so ist die Funktion
der Normalkraft maximal quadratisch bzw. jene des Moments maximal kubisch.
Somit reichen bei der Quadratur nach Gauss fiir diese Fille drei Stiitzstellen
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4.3 Spannungsintegration

aus. Die zeigt den Vergleich der numerisch und analytisch ermittel-
ten reaktiven Schnittgrofien fiir drei unterschiedliche Druckzonenformen. Am
Druckrand wurde jeweils eine Stauchung von —2.0 %o eingepragt. Das Arbeitsge-
setz wurde parabelformig mit einem Scheitelwert von —20.0 N/ mm? festgelegt.
Es entspricht dem fiir die Bemessung geméfl ON-EN1992-1-1| (2011)) anzuset-
zenden Arbeitsgesetz fiir Beton der Giite C30/37. Die Verhéltniswerte in der
Tabelle sind in Promille angegeben.

Es ist zu erkennen, dass beim Ansatz der analytischen Funktion des Parabel-
Rechteck-Diagrammes fiir jede Druckzonenform maximal drei Stiitzstellen aus-
reichen, um sowohl Normalkrafte, als auch Momente exakt zu bestimmen. Die
Tabelle veranschaulicht aber auch, dass die Genauigkeit der SchnittgréfSenbe-
rechnung nicht alleine von der Anzahl der Stiitzstellen abhingt. Das Potenti-
al der Gauss’schen Quadratur kann nur dann ausgeschopft werden, wenn die
Funktionswerte von f(\, 4) an den Stiitzstellen X, ; (Gleichung bis
genau ausgewertet werden konnen. Eine polygonal angenédherte Arbeitslinie
mit grober Auflésung kann bei einfacher linearer Interpolation zu verhéltnis-
méBig groflen Abweichungen fithren. Die Genauigkeit ist iiber die Diskretisie-
rung sehr effektiv beeinflussbar. Dieser Effekt kénnte bei Stabwerksberechnun-
gen trotz feiner Diskretisierung des Systems Ursache fiir Abweichungen in den
Last-Verformungs-Kurven sein. Interpolationen héherer Ordnung (quadratisch,
kubisch, spline, ...) kénnen die Abweichungen auch bei grober Auflésung mini-
mieren. Sie sind bei der Programmierung von Algorithmen jedoch mit Vorsicht
einzusetzen, da diese Methoden zwischen den Stiitzstellen der Interpolation
auch iiberdurchschnittlich abweichen kénnen.
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4.4 Finden des Dehnungszustandes zu einwirkenden Schnittgréfien

4.4 Finden des Dehnungszustandes zu
einwirkenden SchnittgroBen

Jedem Dehnungszustand e(y, z) (Gleichung 4.17)) kann eine eindeutige Schnitt-

grofenkombination Sy = (Nw,My,MZ)R zugewiesen werden. Soll nun der zu
einer einwirkenden SchnittgréfSlenkombination gehoérige Dehnungszustand ge-
funden werden, miissen die drei Komponenten eg, x, und x, so lange veréndert
werden, bis das Kréftegleichgewicht erfiillt ist (S = Sgr). Aus mathematischer
Sicht ist die Losung eines mehrdimensionalen nichtlinearen Gleichungssystems
zu finden, wofiir sich das Newton-Verfahren (siche Engeln-Miillges et al.| (2011]))
sehr gut eignet. Hierbei handelt es sich um ein iteratives Verfahren, das den
aktuellen Vektor ) = (séy),nl(/”),n,(zy)) in jedem Schritt v (v =0,1,2,...) um
einen Korrekturvektor A—p)(””) = (Aeéyﬂ), A/{é’”l), Amiyﬂ)) verbessert, bis die
gewollte Genauigkeit e, erreicht ist (siehe|Gleichung 4.31)und|Abbildung 4.7)).
Das Abbruchkriterium kann entweder absolut oder relativ formuliert werden.
In vielen Féllen ist es am zweckmaéfligsten, die Iteration so lange durchzufiihren,
bis die euklidische Norm des Residuen-Vektors kleiner als ein Absolutwert ist.

Na:,E Nw,R
H?reSHQ =[%e - ?RHQ = A Mye -1 Myr < Etol. (4.31)
Mz,E Mz,R

2

Durch Aufstellen der Funktionalmatrix Jy (Jacobi-Matrix) und Lésen des li-

nearen Gleichungssystems J f(]_o’("))-A_)p(””) = —?r(eys) kann der Korrekturvektor

Kﬂ”*” bestimmt werden. Die Funktionalmatrix lautet:

[ON, ON, ON,]

Jeg  Oky Ok,
oM, OM, OM
Js= Y Y Y (4.32)

860 8I€y (3'/12
oM, OM, OM,

L g9 Oky Ok |

Jedes Argument der Funktionalmatrix entspricht der Neigung einer Tangen-
te an das n-dimensionale Gebiet. Bei numerischen Berechnungen kénnen die
partiellen Differentialquotienten 0 f;/0x; nur durch partielle Differenzenquoti-
enten Af;/Az; (i =1:1:n, j =1:1:n) beschrieben werden und sind iiber In-
terpolationspolynome, -splines, spezielle Verfahren (Romberg-Verfahren) oder
adaptive numerische Methoden bestimmbar (vgl. [Engeln-Miillges et al.| (2011)).
Da das Newton-Verfahren auch bei ungenau ermittelten Tangentenneigungen
konvergiert, sind die Anforderungen an die numerische Differenziation nicht
ausgesprochen hoch. Deshalb reicht es zumeist aus, die Differenzenquotienten
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4 Berechnungen am Querschnitt

aus der Riickwérts-, Vorwérts- oder zentralen Mittelpunkt-Differenziation mit
drei Punkten zu bestimmen (Gleichungen bis4.35). Im Ablauf der eigenen
Berechnungsroutine wurde die Riickwérts-Differenziation als Methode festge-
legt.

Rickwartsdifferenziation:

#(z) = w + F(R) (4.33)
Vorwartsdifferenziation:
f'(x) = w + F(h) (4.34)

Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel:

f(x+h)-f(z-h)

W + F(h?) (4.35)

fi(x) =

F(h™) ... Fehlerterm, der von der Wahl der Schrittweite h abhéngt

Durch die ,aufrauende“ Wirkung der Differenziation ist eine ausreichende Ge-
nauigkeit numerischer Verfahren schwerer zu erzielen als bei der Integration.
Die Ergebnisqualitidt hdngt stark von der Wahl der Schrittweite h ab, deren
optimale Grofe nicht bestimmbar ist. Mit sinkendem A minimiert sich der Dis-
kretisierungsfehler (Abbruchfehler), wihrend gleichzeitig der Rundungsfehler
zunimmt. In der Arbeit wurde der Vorschlag nach |Busjaeger und Quast| (1990))
iibernommen, die Schrittweite als Relativwert zu formulieren und mit absolu-
tem Mindestwert festzulegen:

h=Aey=fr-e0 und |Aeo|> fo [%0] (4.36)
h=Ary = fi-k, und |Aky|> fo [1/1000m] (4.37)
h=Ak,=f1-k, und |Ak,|> fo [1/1000m] (4.38)

Gute Ergebnisse konnten mit Werten fiir f; und fy zwischen 0.001 und 0.01
erzielt werden.

Neben der allgemeinen Form existieren auch Variationen des Newtonverfah-
rens, die angewendet werden kénnen, um sowohl die Performanz als auch das
Konvergenzverhalten positiv zu beeinflussen:

¢ Primitivform des Newtonverfahrens: Hier wird die Funktionalma-
trix Jy iiber alle Iterationsschritte konstant gehalten.

e Variation der Primitivform: Die Funktionalmatrix J; wird immer fiir
eine definierte Anzahl an Iterationsschritten konstant gehalten und dann
immer wieder aktualisiert.
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4.4 Finden des Dehnungszustandes zu einwirkenden Schnittgréfien

« gedidmpftes Newtonverfahren: Der verbesserte Losungsvektor 7+

wird hier durch einen geddmpften Korrekturvektor berechnet:
TD»(V+1) _ 1‘9»(1/) T _E(w—l) (4.39)

Fiir den Dampfungsbeiwert gilt: 0 < 7,41 < 1. Das Dampfen ist bei allen
Formen des Newtonverfahrens anwendbar und kann zu sichererer Kon-
vergenz verhelfen.

Verglichen mit der allgemeinen Form des Newtonverfahrens, sind bei der Pri-
mitivform oder auch der Variation der Primitivform mehr Iterationsschritte
notwendig, um die Losung fiir ein Problem zu finden. Ob die Performanz je-
doch trotzdem hoher ausfillt, ist bei jeder Problemstellung zu tiberpriifen.

Start: v =1
7O = {Eémﬁéwng)} wiihlen

1

I Spannungsintegration |

Ende:
Dehnungszustand gefunden

L J(F® - = 3% = e

PO+ = ) 4 d_’p(u+1)

Abbildung 4.7: Flussdiagramm des allg. Newtonverfahrens (ohne Abbruchkri-
terium)

Die schnelle Konvergenz des allgemeinen Newton-Verfahrens wird anhand eines
Beispiels demonstriert:

Beispiel 4.1: Ein Rechteckquerschnitt aus Beton der Giute C30/37,
der mit 2-7@26 Stahlstdben der Giite B550B bewehrt ist, wird mit einer
Schnittgréfilenkombination N, g, My g, M, g = -2000 kN, 600 kNm,
200 kNm belastet (siehe . Als Startwert fiir das New-
tonverfahren wird der Dehnungszustand eg, &y, £, = -0.2 %o, 0.0 km™?,
0.0 km™! gewihlt. Anhand der beiden Tabellen und kann der
Verlauf des Newtonverfahrens abgelesen werden. Obwohl der Startwert
des Dehnungszustandes weit von der Losung entfernt war, konvergiert
das Verfahren schnell. Der Abbruch erfolgt im Schritt sechs, nachdem
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4 Berechnungen am Querschnitt

die gewihlte Genauigkeitsschranke [ASyesl2 < €tol, mit 41 = 0.01,
unterschritten wurde.

Tabelle 4.4: Annahmen des Querschnitts

Querschnitt Beton Stahl
hqs =50 cm hef = 12.5 cm fym = 600 N/mm?
bgs = 50 cm fom ==38.0 N/mm?  fum =650 N/mm?
dy=dy=53cm e =-2.2 %0 E, = 200000 N/mm?

A = Ay =T226  ecq1 = -3.5 %0
fetm = 2.9 N/mm?
v=10%
Eem = 33000N /mm?

Querschnitt 50 Dehnungszustand
5.3 6.5 5.3
P i N St s S
EL LI ) ‘ . ‘ -
M, N, Kt
= =59
Yo M Oid €0
M.,
gfa PRI S AP A -25
£0 fs; - . 0“‘ 0 y [cm]
~ — [em] z [em] >

Spannungsverlauf Bewehrung

e [N/mm?]
o5 [N/mm?]

Abbildung 4.8: Querschnitt und Berechnungsergebnisse
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4.5 Bestimmung der beanspruchungsbedingten Steifigkeit

Tabelle 4.5: Dehnungszustinde wihrend des Newton-Verfahrens

25.28 -0.014 -2.217 4.694 -

Step « €0 Ky Kz Aegg ARy Ak,

(-] (] (%]  [1/km] [1/km]  [%]  [1/km] [1/km]
1 0.00 -0.200 0.000 0.000 -0.0150 -1.0789  2.8230
2 20.92 -0.215 -1.079 2.823 0.1494 -0.9574 1.6043
3 24.70  -0.066 -2.036 4.427  0.0496 -0.1757  0.2621
4 25.25 -0.016 -2.212 4.689  0.0016 -0.0047  0.0050
5 25.28 -0.014 -2.217 4.694 7.6E-6 -4.9E-5 1.7E-5
6

-2005.30  599.99  199.78

O Uk W N

5.30

-2000.03  600.00  200.00 2.5E-02
-2000.00  600.00  200.00 2.6E-05

Tabelle 4.6: Kraftzustande wahrend des Newton-Verfahrens

Step NZ7R My,R Mz,R, HA?resH2
(-] [kN]  [kNm] [kNm] (-]

1 -1901.25 0.00 0.00 640.12
-2358.42 469.15  129.16 388.07
-2141.84  589.08 191.24 142.52

4.5 Bestimmung der beanspruchungsbedingten

Steifigkeit

Die im vorigen Abschnitt gezeigte Methode, zum Finden von Dehnungszustéan-
den zu einwirkenden Schnittgréfenkombinationen, kann benutzt werden, um
die aktuellen Groflen der Dehn- und Biegesteifigkeiten zu ermitteln.

8Na;,R ANw,R
860 - A{:‘Q

Dri(eo) =

OMyr AMygr
0K, - Ak,

Biry(k:) =

oM, r AM, r

Br1 . =—
= () Oky Aky

Es gibt zwei Moglichkeiten die Steifigkeiten zu ermitteln:

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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4 Berechnungen am Querschnitt

o Moglichkeit 1: Eine Schnittgrofe N, g, My oder M,y wird variiert
und in Relation zur Anderung der zugehérigen kinematischen Bezugsgro-
Be Aeg, Ak, oder Ax, gebracht.

o Mboglichkeit 2: Eine kinematische Grofie wird variiert und in Relation
zur Anderung der zugehorigen Schnittgréfe gebracht.

4.6 Die Beriicksichtigung zeitlicher Phanomene

Die Auswirkungen von Kriechen und Schwinden auf die kinematischen Zu-
standsgrofien konnen durch mehrere Modelle beschrieben werden (siehe |[Risch
und Jungwirth| (1976)), |Strohbusch| (2010), u.a.). Zu den bekanntesten Modellen
zéhlen das Verfahren nach Trost und der Ansatz mit effektiven Steifigkeiten.
Zusétzlich werden zwei, im Zuge dieser Arbeit umgesetzte, Varianten der Zeit-
schrittmethode vorgestellt und mit oben genannten Verfahren verglichen.

4.6.1 Verfahren nach Trost

Nach dem Boltzmann’schen Superpositionsprinzip gilt bei linearer Kriechtheo-
rie und stetig verdnderlicher Spannung;:

a(to)

B - 30(7’). 1
~ E(to)

.[1+¢(t,t0)]+f o (Lt D)]dr (443)

0 B(r)

T=tg

Wird der E-Modul konstant angenommen, folgt:

a(to)
E

o(t)-o(ty) 1 0o (1)
E E f

e(t) = 5 ~p(t,7)dT

’ [1 + W(ttﬂ)] +
(4.44)

Das Integral der ist im Allgemeinen nicht geschlossen losbar.

Trost umgeht das Problem, indem er den Relaxationsbeiwert p(t) der folgenden
Form einfiihrt:

£ Ao(m) - e(t.m)

[o(t) = o(to)] - ¢(t, o)

p(t) =

t

] i foe(n)
- [o(t) —o(to)] - @(t,to) Tf or

=to

“p(t,T)dr (4.45)
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Der Relaxationskennwert (auch als Alterungskennwert bezeichnet) kann aus
Versuchen, numerischen Berechnungen oder fiir Ansatzfunktionen des Ao (7)-
Verlaufs auch analytisch bestimmt werden und liegt im Bereich 0.5 < p(t) <
1.0 (siehe [Trost et al| (1978)). Fiir baupraktische Anwendungsfille wird p(t)
niherungsweise mit 0.8 festgelegt. Ausgehend von der folgt fiir

die Dehnung zum Zeitpunkt ¢ mit dem Belastungsbeginn t:

c)= 700 01+ 2T eyttt

_a(to) N o(to) - (t,t0) . o(t) —o(to)

[1+p() - p(t,t0)] (4.46)

E FE E
N——
e(to) Ae(t)

Berechnung der zeitlichen Anderung innerer WeggroBen unter
Normalkraft- und einachsiger Momentenbeanspruchung fiir linear
elastisches Materialverhalten nach Trost

Gegeben sei ein beliebiger Verbundquerschnitt aus einem kriechenden und ei-
nem nicht kriechenden Material (Beton und Stahl). Beide Materialien verhalten
sich vollkommen linear elastisch. Der im Verbund stehende Stahlanteil kann in
beliebig vielen Lagen angeordneter Stabstahl oder Profilstahl sein. Auch die
Beriicksichtigung von Vorspannung ist grundsétzlich moglich, wird hier jedoch
nicht berticksichtigt.

i f—o Iiz(t(])
I
Zss y 1 e
z g
: : Aco(t) 4 \ N, Zug ... pos
o0 00 co(t)A—t Druck ... neg.

Abbildung 4.9: Darstellung Querschnitt

Jede einwirkende Schnittgréfenkombination N, g und M, g (Indices werden in
weiterer Folge weggelassen) greift im ideellen Schwerpunkt des Querschnitts an
und fithrt unter Beriicksichtigung der Stoffgesetze zu folgenden kinematischen
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Zustandsgrofen:
Ng
to) = 4.47
eo(to) = & i (4.47)
Mg
2(to) = 4.48
r(to) = T (4.48)

Die einwirkende Schnittgréenkombination ldsst sich in einen zugehérigen re-
aktiven Betonanteil (N g, M. r) und Stahlanteil (Ng g, Mg r) aufteilen.

Im Nettoschwerpunkt des Betons wirkend:

NC,R(tO) = 6O(tO) 'EAc,net (449)
MC7R(t0) = Kz(tO) 'EIc,net (450)

Im Schwerpunkt des Stahls wirkend:

Nsr(to) =eo(to) - EAs (4.51)
MS’R(t()) = Kz(to) . EIS (452)

Die Gleichgewichtsbedingungen beziiglich Siq zum Zeitpunkt ¢ lauten:

Ng = Ner(to) + Nsr(to) (4.53)
Mg = Mcr(to) + Ne,r(to) - 2sc + Mg r(to) + Nsr(t0) - Zss (4.54)

Im Laufe der Zeit fithrt das Kriechen trotz gleichbleibender Einwirkung zu einer
Vergroflerung der inneren Weggréflen. Ist der Querschnitt unbewehrt, so kann
sich dieser Zustand ungehindert einstellen:

() (i) ey )

Der im Verbund stehende Stahl hindert den Beton an der Vergréflerung der
inneren Weggréflen im vollen Umfang. Es kommt zu einer Umlagerung von
Betonkraftanteilen auf den Stahl. Auch zum Zeitpunkt ¢ miissen die Gleich-
gewichtsbedingungen und die Vertraglichkeitsbedingungen unter Einhaltung
der Stoffgesetze erfiillt sein. Die Gleichgewichtsbedingungen der umgelagerten
Schnittgréflenanteile lauten:

ANC,R(t) + AN&R(t) =0 (456)

AMC}R(t) + ANC’R(t) *Zgc T AMS’R(t) + ANS’R(t) * Zsg = 0
AMC’R(t) - ANS_’R(t) *Zge T+ AMS,R(t) + ANsyR(t) *Zgs = 0
AMC,R(t) + AM&R(t) + ANS,R(t) . (Zss - ZSC) =0 (457)

—_—
a
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Mit folgenden Vertréglichkeitsbedingungen:
Aei(t) = Aggc(t) = Acp (1) (4.58)
ARL(t) = Ak, o(t) = Ak, 5(1) (4.59)

Der Index a steht hier fir die charakterisierende, also durch Verformungsén-
derungen sichtbare kinematische Zustandsgrofle. Ausgehend vom Ansatz nach

Trost (Gleichung 4.46) folgt:
Aco,o(t) =co(to) - p(t,t0)+
AN r(t) AM:gr(1)
EAc,net EIC,net

zsc) “(L+p(t) - @(t,to)) +esnr (4.60)

Ec,net (t) in Siq

ANsr(t) AMggr(t)

A = " 4.61

f0.5() = —F A B % (4.61)
Es(t) in Sid
AMC,R(t)
Akizo(t) = rz(to) - p(t, to) + —EL (L+p(t)-o(t,t0)) (4.62)
A-2\45 R(t)

Ak, (t) = ———= 4.

Kzs(t) Bl (4.63)

Auflsen der Gleichgewichtsbedingungen nach ANg(t) und AM;(t) unter Ein-
haltung der Vertréglichkeit fithrt zu folgenden Beziehungen:

£0,c(t0) - p(t,t0) + €snr + AMs r(t) - fu(t)

AN, r(t) = ety (4.64)
AM g (t) =

Mo (to) ol 1) - eV PO 2ohe gyt )

In(t)
Eg’jnet +(L+p(t) - p(t,t0)) - (1 + ?E((z))a)
(4.65)

. L T4pt)-e(tito)  a-zse (L+p(t)-o(t,to))

it fN(t) - EAS ’ EAc,nct - EIc,nct
fM(t) _ Zsc (1 +£§t) ':O(tvt())) 4 gils
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4.6.2 Methode mit effektiven Steifigkeiten

Die zeitabhéngige Dehnung £(t) der [Gleichung 4.46| kann in einen Dehnungs-

anteil konstanter Spannungen (o (tg)) und einen Anteil verdnderlicher Span-
nungen (Ao (t,t9)) aufgeteilt werden.

Anteil konstanter Spannungen:

o(to)
E

e(o(to)) = [L+e(t,t0)] (4.66)

Der Vergleich e(o(tg)) = 0(to)/Eesr mit der obigen Gleichung ergibt:

Ee = L 4.67
M=) o
Anteil verdnderlicher Spannungen:
a(t) - a(to)
e(Ao(t,10)) = —————=-[1+p(t) - (1, 0)] (4.68)

Der Vergleich e(Ao(t,t9)) = [0(t) —o(to)] /ELs mit der obigen Gleichung er-
gibt:

Elg= = (4.69)
1+ p(t) - o(t, o) '
Wird p(t) = 1.0 gesetzt, so lautet der Ansatz fur die effektive Steifigkeit zum
Zeitpunkt t:

Ee(t) = (4.70)

1+ <)O(ta tO)

Fir p(t) = 1.0 sind die Ergebnisse des Verfahrens nach Trost mit jenem der
effektiven Steifigkeit ident. Weiter kann der entnommen werden,
dass das Verfahren mit effektiven Steifigkeiten bei zeitlich konstanter Spannung
exakte Losungen liefert. Dies wéire bei unbewehrten Querschnitten in statisch
bestimmten Systemen der Fall.

4.6.3 Verfahren mit Zeitschritten - Die Zeitschrittmethode
ZSM

Bei diesem numerischen Naherungsverfahren werden die Auswirkungen infolge
zeitlicher Phdnomene abschnittsweise (durch Kriechintervalle) ermittelt.
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Vorteile:

 Beliebige Stoffgesetze (linear, nichtlinear, Rissbildung) kénnen implemen-
tiert werden.

o Lastgeschichten kénnen Beriicksichtigung finden.
o Beliebige Genauigkeit.

Nachteile:
o Hohere Rechenzeit (und héherer Speicherbedart).

e Zum Teil komplexe Formulierung des Algorithmus (vor allem bei zwei-
achsiger Biegung).

o Komplexere Spannungsintegration

Der in dieser Arbeit ausformulierte Algorithmus der ZSM basiert auf den Be-
schreibungen und Erkenntnissen aus [Sparowitz| (1974) und |Jaritz| (1988]). Die
eben genannten Literaturquellen beriicksichtigen nur die Druckzone wéhrend
der Zeitberechnung. In dieser Arbeit wird neben der Druckzone auch die Zugzo-
ne in die Berechnung eingebunden. Die Implementation der ZSM in den Algo-

rithmus der Stabwerksberechnung erfolgt in[Kapitel 5} Hierbei wurden folgende
Annahmen getroffen:

o Die Werkstoffgesetze sind zeitlich invariant (E(¢), fem (t), fet(f) ... konst.).
o Die Werkstoffgesetze sind nichtlinear-elastisch.

¢ Riickkriechen bleibt vorerst unberiicksichtigt.

Grundidee des Verfahrens

Ein Belastungszeitraum ty — ¢t wird in n; Zeitintervalle aufgeteilt. Jedes Zei-
tintervall At¢(i,i+1) beginnt zum Zeitpunkt ¢; und endet mit dem Zeitpunkt
ti+1. Die Zeitintervalle kdnnen beliebig aufgeteilt werden. In der Regel ist es
jedoch sinnvoll die Einteilung so zu wihlen, dass die Kriechzahlen Ap(i,i+1)
jedes Zeitintervalles At(i,i+1) gleich grof sind. Allgemein gilt:

At(@i-’-l) =11 — 1 (471)
Ap(i,i+1) = o(tiv1, to) — o(ts, to) (4.72)
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4 Berechnungen am Querschnitt

e?(i+1) = €7 (i+1)

(teil)plastische
Del seb .
ehnungsebene Ecr+shr(l+1) 5?( +1)
Ro >
900 000 \ A
Asz2 ol \e| H S o
M,
Y S AR B
z ef(i+1
A'“ o

Rl €shr(i+1)+ = S(‘,r-{—shr(i‘*‘ 1)
€er(9)+
Aceer(i,i+1)

Abbildung 4.10: Veranschaulichung der Zeitschrittmethode anhand eines Zeit-

schrittes (allgemeine Methode)

Im Weiteren wird zwischen charakterisierender, (teil)plastischer, spannungs-

wirksamer und kriechwirksamer Dehnung unterschieden - siehe[Abbildung 4.10}

charakterisierende Dehnung(sebene): Dehnungsebene *, die auch
zu Verformungen fiihrt.

(teil)plastische Dehnung: Summe aller durch Kriechen und Schwin-
den erzeugter Dehnungen. Die duflere Dehnung abziiglich der (teil)plas-
tischen Dehnung ergibt die spannungswirksame Dehnung.

spannungswirksame Dehnung: Dehnung £, die auch zu einer Span-
nung fithrt (o = f(£7)).

kriechwirksame Dehnung: Dehnungsanteil €%, der auch tatséchlich
kriecht.

Die kriechwirksame Dehnung kann von der spannungswirksamen Dehnung dif-
ferieren. Folgende Festlegungen wurden getroffen:

Im Druckbereich ist die spannungswirksame Dehnung ident mit der kriech-
wirksamen Dehnung (Abbildung 4.11a)).

Im Zugbereich wird nur die zu einer Spannung zugehdrige Dehnung des
ungerissenen Zustands als kriechwirksam angenommen (Abbildung 4.11b)).
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(a) Druckbereich (b) Zugbereich

Abbildung 4.11: Spannungs- und kriechwirksame (Beton-)Dehnungen unter
Druck und Zug

Vorgehensweise - allgemeines Modell der ZSM

Folgend wird immer eine Faser des Querschnitts betrachtet (e*(¢) = £*(y, z,17)).
Fiir die Berechnungen im Zeitintervall At(i,i+1) wird vorausgesetzt, dass der
zur Einwirkung im Gleichgewicht stehende Dehnungszustand (i) bereits ge-
funden ist. Dem Zeitabschnitt gehen i—1 Zeitintervalle voraus. Somit ist der
(teil)plastische Dehnungsanteil aus Kriechen (g¢,(7)) bekannt:

curli) - z c) - 2 > T A o) (4.73)

—(_/

€5(d,4+1)

Mit dem zum Zeitpunkt ¢ bekannten Dehnungszustand £*(4) und den Anteilen
eer(?) und egp, (¢) folgt fiir den spannungswirksamen Dehnungsanteil:

7 (i) 2e(3) - 2er () — £one (3) (4.74)

Unter Bertiicksichtigung des Stoffgesetzes kann aus der vorhandenen spannungs-
wirksamen Dehnung die zugehorige kriechwirksame Dehnung ermittelt werden:

Sfoffge setz

e?(i) =
Die Berechnung nach der Zeitschrittmehtode erfolgt zentral. Das bedeutet, dass
in jedem Zeitschritt die mittlere kriechwirksame Dehnung in Rechnung gestellt
wird:

— €¥(1) (4.75)

e7(i+1) = e (i+1) — e (i) — €%, (i,i+1) - Ap(i,i+1) —egne (i+1)  (4.76)

eer (i+1)
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4 Berechnungen am Querschnitt

Am Anfang eines neuen Zeitintervalls ist die mittlere kriechwirksame Dehnung
jedoch noch nicht bekannt. Sie muss zunéchst mit einen Schatzwert % (i,i+1)
angenommen und in einem Iterationsprozess immer wieder verbessert werden.
Mit dem in[Abschnitt 4.3|beschriebenen Ablauf zur Spannungsintegration kann
der zeitabhéngige Dehnungszustand ermittelt werden, fiir den das Kréftegleich-
gewicht erfiillt ist. In der sind fiir jeden Zeitpunkt die Anteile
e*(i+l) = ef+r5 -y +K2-2 und €444 (i+1) = —¢; (i+1) —€gnr (i+1) zu verwenden. Falls
eine kriechfahige Teilflache des Querschnitts auch vorgespannt sein sollte, kann
€add (i+1) zusétzlich mit der Vordehnung €, (¢ + 1) erweitert werden. Am Ende
jedes Zeitintervalls erfolgt eine Uberpriifung, wie gut die Schitzung der mittle-
ren Kriechdehnung war. Der Iterationsprozess kann abgebrochen werden, wenn
die Differenz der mittleren Kriechdehnung ein zuvor definiertes Toleranzmafl
£to1 Unterschreitet:

|g7(fz(za7’+1) _ng’L(i)i+1)| < Etol (477)

Vereinfachend wird die Iteration nur einmal durchgefiithrt, wodurch die Berech-
nungsergebnisse von der Zeitschrittanzahl abhéngig werden. Vergleichsrechnun-
gen haben gezeigt, dass bereits wenige Zeitschritte ausreichen, um den dadurch
verursachten Fehler vernachlissighar zu halten (siehe Beispiel . Fir die
meisten Berechnungen im Zuge dieser Arbeit wurden mindestens zehn Zeit-
schritte gewdhlt. Zur besseren Veranschaulichung ist der Programmablauf in

der als Flussdiagramm dargestellt.

Start: v =1
Annahme: €7(i) = 7 (i+1)
= g&(ivi‘i’l) = Ea(i) - 6cr(i) - Eshr(i)

Stoffgesetz
B

£6(i,i+1)

l

ear(i+1) = eer(i) + €4 (1, i+1) - Ap(i,i+1)
e%(i+1) = e*(i+1) — e (i4+1) — eqne(i+1)
Dehnungszustand berechnen = e*(i+1)

1

e (i+1) ZLL0, o (i 41)

¥ (i) +e¥(i+1)
2

e? (i,i+1) =

v=v-+1

nein /7o - D :0 i) < Jja | Genauigkeit erfiillt,
|E1n(’L,Z+ ) Em(lvl+ )l = Etol >_’ Ende

Eh=cn

Abbildung 4.12: Flussdiagramm der Zeitschrittmethode
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4.6 Die Beriicksichtigung zeitlicher Phidnomene

Beispiel 4.2: Ein zentrisch, mit Druck- und Zugbewehrung (B550B)
bewehrter Rechteckquerschnitt der Giite C30/37 (h =b =50 cm, Ag1 =
As 0 =7214, dy = dy =4.7 cm), wird 28 Tage nach der Herstellung mit
einer Schnittgréenkombination N, g/M, 5/M, g = -798.2 kN/158.8
kNm/0.0 kNm belastet. Die Kriechzahl sei ¢(to = 28 d,t) = 2.3, die
Schwindzahl e¢s(teo) = —0.4092 %o. Die Beton- und Stahlkennwerte
gleichen jenen des Beispiels

(teil)plastische Dehnungen Dehnungen Spannungen
inf. v. Kriechen (¢ = 2.3, to) (Stahl, Beton, tg, ta) (Beton, tg, teo)
-20 \ -20 "> \\ -20
-10 -10 %) \ -10
£ o 0 N 0 \
® \ g, €s(to)
10 10 €7, e*(too) 10
— el(to) ‘\\ — ac(to)
20 20 H{----€f(to) m 20 H— oe(too)
-1 -05 0025 -15 1 -05 0 05 1 -10 -5 025
Eer(too) [o] e [%o] oc [N/mm?

Abbildung 4.13: Dehnungs- und Spannungsebene zu den Zeitpunkten
t=to und t = te (nur Kriechen)

(teil)plastische Dehnungen Dehnungen Soanmungen
inf. v. Kriechen und Schwinden £ P £e
(¢ = 2.3, €¢s = —0.409 %o, to0) (Stahl, Beton, to, o) (Beton, to, too)
A} \\ \
-20 N -20 oé — \ -20
\ %@?{ Eshr(too)
< aH
-10 N -10 % BN -10
\ 'G “%
=) eshr (toc) Q;% AN \\
L0 Y+ 0 AN 0
° ' — &0, £5(to) \\
10 . 10 f|—eg, e*(teo) 10
1 \
Ecr+shr! €(irl| - E? (too) \ \\ — Oc (tO)
20 v 1 20 H---- e2(too) \\ 20 H— oot
U

1 05 0025 15 1 05 0 05 1 -10 5 025
Eery Ecr+shr(too) [%0} g [%0] Oc [N/mm2]

Abbildung 4.14: Dehnungs- und Spannungsebene zu den Zeitpunkten
t =to und t = te (Kriechen und Schwinden)
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4 Berechnungen am Querschnitt

Die Abbildungen und [£14] zeigen in den mittig angeordneten
Darstellungen die spannungswirksamen Dehnungsebenen €7 fiir den
Bewehrungsstahl und den Beton zu den Zeitpunkten ¢ = ¢y (graue
Linien) und ¢ = s (rote und blaue Linien). Da die Bewehrung nicht
vorgespannt ist, entspricht die charakterisierende Dehnungsebene dem
spannungswirksamen Dehnungsverlauf. Das rechte Bild enthélt jeweils
die Spannungsverlaufe des Betons zu den Zeitpunkten ¢y und to. Ab-
schlieflend ist jeweils im linken Bild die (teil)plastische Dehnungsebe-
ne durch das Kriechen und Schwinden zum Zeitpunkt t., dargestellt
(schwarze Linien).

Belastungs- 32 [d] Dauer At [d]
beginn: 28 [d]

0.4 [a] 1.7 [a] 101.1 [a]
0.8 T
04 :Zlugr&:ma W
Al i iidiig o . Ste
9’@'.‘): @= 0= 9= 3 B8&=8 Beton]
0 ’I‘ R
< Beton]
0.4 -t Druckrand
s ..-.E;Hg.e. ruckrand
-0.8 e Stahl 7|
-1.2
-1.6
1 2 3 4 5
10 10 10 10 10

Abbildung 4.15: Darstellung des zeitlichen, spannungswirksamen Deh-
nungsverlaufs (nur Kriechen)

Bcl{mtungs- 32 [d] Dauer At [d]
beginn: 28 [d]
0.4 [a] 1.7 [a] 101.1 [a]

0.8

i en st EEEE
04 = 07 Zugrand
N
=i id i Lte i gs
0

-0.4

e
@

o

G

[

&

T

&

T

@

-0.8 e ! Druckrand
-1.2

16
10" 10° 10 10* 10°

—©)Stahl ;|

Abbildung 4.16: Darstellung des zeitlichen, spannungswirksamen Deh-
nungsverlaufs (Kriechen und Schwinden)
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Einen Uberblick iiber den zeitlichen Verlauf der spannungswirksamen
Randdehnungen fiir den Stahl und den Beton geben die Abbildungen
und Wird nur das Kriechen berticksichtigt (Abbildung
und 7 ist eine Abnahme der Betonspannungen in der Druck- und
Zugzone erkennbar. Die Krafteumlagerung vom Beton auf den Stahl
fithrt zu einer Vergroferung der charakterisierenden Dehnungsebene
mit einem ,nach unten Wandern“ der Dehnungsnull-Linie. Schwin-
den fithrt zum Aufreilen der Zugzone wodurch die Dehnungsnull-Linie

yhach oben wandert“ (siehe |[Abbildung 4.14)).

Die Kriimmung %, in Abhéngigkeit der gewéhlten Zeitschrittanzahl,
ist in der [Abbildung 4.17] dargestellt. Das FErgebnis bei 100 Zeitschrit-
ten wurde hierbei als echte Losung angenommen und daher als Refe-
renz festgelegt. Hier ist zu erkennen, dass bereits fiinf Zeitschritte die

Kriimmung im schlechtesten Fall auf 0.2 % genau berechnen.

2

\
I\
J

(%]

a
z

———

—e— nur Kriechen

—

Abweichug

—&— Kiriechen und Schwinden [
* Basis: k2 bei 100 Zeitschritten

-2 1 1
0 5 10 15 20

Zeitschritte

Abbildung 4.17: Einfluss der Zeitschritte auf die Kriimmung 2 (ts )

Vereinfachtes Modell der ZSM

Um den Dehnungs- bzw. Spannungsverlauf des Betons wie zuvor in Beispiel [1.2]
zu generieren, bedarf es einer feinen Auflésung der Stiitzstellen im Querschnitt.
Um Systemberechnungen in ihrer Rechenzeit zu verkiirzen, wurde daher ei-
ne Vereinfachung vorgenommen. Anstelle der Auswertung der spannungs- und
kriechwirksamen Dehnungen an beliebig vielen Stellen iiber den Querschnitt
erfolgt diese nur an den duflersten Querschnittsfasern. Weiter wird angesetzt,
dass in jedem neuen Zeitschritt die Lage der Null-Linie der charakterisierenden
Dehnungsebene abziiglich der Schwinddehnung mit jener der spannungs- und
kriechwirksamen Dehnungsebene zusammenfallt.
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4 Berechnungen am Querschnitt

Ausgehend von der charakterisierenden Dehnungsebene (g2, k%) ist im Falle
der einachsigen Biegung der zeitabhingige Dehnungs- und Spannungszustand
fiir jedes Materlal iiber die Kennwerte eq,,, X1, eR2. x k7, und k7, bestimmbar
(siehe [Abbildung 4.18). Die Indices z; und 29 stehen hier fiir die Zug- und

Druckzone.

e(i+1) =g (i+1)

(teil)plastische
Dehnungsebene corsape(i+1) 22 (i 1)
Ro >k
eee oo \ a
Asz ol @ k © S
‘/\['l/ - /{;
<—N, +\ +\| = = K7,
Y [Sia i+1: gq — Eohr
z D 2 e B Sy N\ .o
Ag 1 Néherung! | |* =~ ™" 0 \ @KZ1
c00000 1
""" | AN
Ri eane(i+1)+ = Ecrshr(i+1) ef(i+1)
er(i)+
Ace(i,i+1)

Abbildung 4.18: Veranschaulichung der Zeitschrittmethode anhand eines Zeit-
schrittes (Vereinfachung)

Dehnungen Spannungen

I 2ol N

o N\ \

\ -10 N\
R \( 0 \\

N\
10 k. . 10 \
\ e 20 K
N 7

20 s
-16-1.2-08-04 0 0408 -12 -9 -6 -3 3
[%00] [N/mm?]
—ty) — e*(too) = €7 (tso) ||— to = 0c(too)
— allgemeines Modell - ZSM — allgemeines Modell - ZSM
----- Vereinfachung - ZSM ----- Vereinfachung - ZSM

Abbildung 4.19: Vergleich des allgemeinen und vereinfachten Modells der Zeit-
schrittmethode anhand des Dehnungs- und Spannungsverlaufs
(Querschnittsdaten - siehe Beispiel
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Die zeigt den direkten Vergleich der allgemein Formulierten

Zeitschrittmethode und der Vereinfachung (Querschnitt, Belastung, ... - siehe
Beispiel . Es ist zu erkennen, dass die Kriimmung %, die Randdehnungen
sowie die Randspannungen in diesem Fall kaum abweichen. Der Verlauf der
spannungswirksamen Dehnungen sowie der Betonspannungen weicht besonders
in der Zugzone ab. Je nach Bewehrungsverteilung und Belastung kénnen die
Unterschiede der Kriimmung 2 bis £10 % betragen. Diese Abweichungen sind
dann besonders grof}, wenn die Betonranddehnung in der Zugzone wiahrend der
Zeitschrittberechnung gerade etwas grofler als die Erstrissdehnung ist.

4.6.4 Vergleich der Methoden zur Beriicksichtigung zeitlicher
Ph3anomene

In den vorhergehenden Unterabschnitten wurden das Verfahren von Trost, das
Verfahren effektiver Steifigkeiten sowie die Zeitschrittmethode vorgestellt. Fol-
gend werden diese Methoden miteinander verglichen.

Zeitlicher Verlauf der Kriimmung bei linear elastischem Materialverhalten
unter einachsiger Biegung mit Normalkraft

Anhand der kann der mit den drei vorgestellten Verfahren

errechnete, zeitliche Kriimmungsverlauf verglichen werden. Die hier zugrunde

gelegten Annahmen sind der zu entnehmen.

Tabelle 4.7: Annahmen des Querschnitts

Querschnitt Belastung® Beton
hqs =70 cm N Eqp = —1000.0 kN Ep, = 33000N/mm?
bgs =50 cm M, fqp = 250.0 kNm  Ey = 200000N /mm?
di=dy=55cm M, g =0.0 kNm V(te) =2.3
Ags1 = 8230 €cs(too) = 0.0 %0
Ago = 2330

& Eqp ... quasi-standig

Die rote Kurve zeigt den mit der Zeitschrittmethode errechneten Kriimmungs-
verlauf, die blaue jenen, der mit der Methode der effektiven Steifigkeiten ermit-
telt wurde. Das Verfahren von Trost ist fiir drei unterschiedliche Relaxations-
kennwerte geméf den Gleichungen [4.64]und [4.65|ausgewertet (schwarze Linien).
Hier zeigt sich deutlich, dass fir p(t) = 1.0 idente Ergebnisse wie mit der Metho-
de effektiver Steifigkeiten erhalten werden. Mit effektiven Steifigkeiten ergeben
sich die kleinsten, mit der Zeitschrittmethode die gréffiten Endkrimmungen.
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4 Berechnungen am Querschnitt

Die Differenz betrigt in diesem Fall ~ 6 %. Das Verfahren nach Trost liegt mit
p(t) = 0.8 zwischen dem Ergebnis der Zeitschrittmethode und der effektiven
Steifigkeitsmethode.

Belastungs- 32 [d] Dauer At
beginn: 28 [d] 0.4 [a] 1.7 [a] 4.2 [a] 1011 [a]
1.25 TTT T =
1 i :;ﬁ;;:'-:::"ﬁ-—-—_a
—_ ‘43?-'
E ,/ —— 7SM
S 0.75 7
= ff —— Eesr
=
= 05 ¢ Trost (p(t) = 0.80)
& 02 --o-- Trost (p(t) = 0.53)
25 --a-- Trost (p(¢) = 1.00)
0 - 4 - i13 i iiiiiiil4 HER R .
10 10 10 10 10

Zeit [d]

Abbildung 4.20: Vergleich ZSM (allgemeine Variante), Methode effektiver Stei-
figkeiten und Verfahren nach Trost fiir Querschnitt nach

Mk-Beziehung bei nichtlinearem Materialverhalten

In der sind die M-k-Kurven fiir einen Rechteckquerschnitt
mit Zugbewehrung (RE1) abgebildet. Die Querschnitts- und Materialkennwerte

konnen der [Tabelle 4.8 entnommen werden.

Die graue M-x-Kurve gilt fiir den Zeitpunkt ¢g. Die schwarze M-x-Kurve fir
den Zeitpunkt t.,. Diese Kurve wurde mit dem Verfahren effektiver Steifigkeiten
ermittelt. Die orange und die rote M-k-Kurve wurden mit der Zeitschrittmetho-
de entwickelt. Die orange Kurve zeigt die Momenten-Kriimmungs-Beziehung
bei alleiniger Berticksichtigung des Kriechens, wahrend fiir den roten Verlauf
Kriechen und Schwinden angesetzt wurden. Als Referenzpunkt fiir das Kréfte-
gleichgewicht wurde in allen Féllen der ideelle Schwerpunkt zum Zeitpunkt ¢
gewahlt. An der orangen Kurve ist zu erkennen, dass sich die Biegesteifigkeit
durch Kriechen nicht wesentlich &ndert. Bei zusétzlicher Beriicksichtigung von
Schwinden wird die Zugfestigkeit erreicht. Es kommt zum Aufreiflen des Quer-
schnitts, wodurch die Steifigkeit abnimmt. Dieses Verhalten wird mit effekti-
ven Steifigkeiten nicht korrekt abgebildet, wie die schwarze Kurve im Vergleich
deutlich beweist. Trotzdem werden die zum angesetzten quasi-standigen Mo-
ment gehoérenden Endkriimmungen hinreichend genau ermittelt, wie die Kriim-
mungsdifferenz der orangen und schwarzen Kurven bei M, o, zeigt.

114



4.6 Die Beriicksichtigung zeitlicher Phidnomene

Tabelle 4.8: Annahmen des Querschnitts

Querschnitt Belastung Beton Stahl
hgs =50cm  Nggqp = -733.5 kN heg = 12.5 cm fym = 600 N/mm?
bgs =50 cm My pqp = 152.5 kNm  fom = =38.0 N/mm?  fum = 650 N/mm?
di=53cm M, g =0kNm gc1 = ~2.2 %o B = 200000 N/mm?
Ag1 = 726 Ecut = —3.5 %o

fetm =2.9 N/mm2

v=10 %

Eem = 33000N/mm?

P(teo) =2.3

€cs(too) = —4.092 %0

Eqp ... quasi-stiandig

1000 500
800 Fovoriorierfn 400---------‘,f-'l-/“'l‘/...,....
T 600 fo i — ‘ /,
:ZH 5300,
29, 400 | ffff i ] 2 ;
> *\"200-----,----"-
0 100 b foi o A

200 —
-30-20-10 0 10 20 30 0 1 2 3 4 5
K [1/1000m] K [1/1000m]

to tfoerf tEEM,cr —_ tng’cH'cs

Abbildung 4.21: Vergleich Zeitschrittmethode (allgemeine Variante) und Me-
thode effektiver Steifigkeiten

Fiir die gleichen Annahmen der wurde die Zeitschrittmethode fiir
unterschiedliche quasi-sténdige Momente M, gqp bei konstanter Normalkraft
Ny Bqp angewendet und die Ergebnisse zum Zeitpunkt ¢ in der[Abbildung 4.22]
eingetragen (hell- und dunkelgraue Punkte). Unter Beriicksichtigung der mit
der Zeitschrittmethode ermittelten (teil)plastischen Dehnungsanteile wurden
die Momenten-Kriimmungs-Beziehungen fiir anschlieBende Kurzzeitbeanspru-
chungen entwickelt (hell- und dunkelgraue Linien). Die rote Linie ist die mit der
Methode effektiver Steifigkeit entwickelte M-k-Beziehung. Abschlielend wurde
das Querschnittverhalten zum Zeitpunkt ¢y ebenfalls im Diagramm eingetra-
gen (griine Linie). Die Ubereinstimmung der mit den effektiven Steifigkeiten
ermittelten M-x-Kurven mit den Ergebnissen der Zeitschrittmethode ist iiber
den gesamten, fiir die Gebrauchstauglichkeit relevanten, Bereich als sehr gut
zu bezeichnen.
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My Eqp

600 ; : : : : : —50kNm

— M-k-t,
rto % —25kNm

——— M-ritoo (Eug)
h 0kNm
Kztoo (ZSM, Ny gqp, var. My gqp) /C 50 kNm
400 ¢ >R~ 100kNm

—— Myt (ZSM, Ny gqp, var. My gqp)
5 = = % 150 kNm
200 kNm

228 kNm

o)./

2 1 0 1 2 3 4 5
% [1/1000m|

Abbildung 4.22: Vergleich Zeitschrittmethode (allgemeine Variante) und Me-
thode effektiver Steifigkeiten

4.6.5 Bewertung der Verfahren

Alle drei vorgestellten Verfahren sind geeignet, um die Auswirkungen von Krie-
chen und Schwinden auf Querschnittsebene zum Zeitpunkt ¢, zu bestimmen.

Beim Verfahren nach Trost ist die Anwendung allgemeiner nichtlinearer Werk-
stoffgesetze jedoch nicht mdglich. Der Zustand II kann mit einigen Uberlegun-
gen ndherungsweise berticksichtigt werden (siehe |Strohbusch| (2010))).

Das Verfahren mit effektiven Steifigkeiten kann fiir linear elastisches und nicht
lineares Materialverhalten fiir den Zustand I und II verwendet werden. Hier-
bei ist nur darauf zu achten, dass die Modifikation der Steifigkeit nur auf der
Druckseite erfolgt. Ein ,Strecken“ der Zugarbeitslinie fithrt im Entfestigungs-
bereich zu hoéheren anrechenbaren Zugspannungen bei gleicher Dehnung. Dies
hiitte ein Uberschéiitzen der Zugversteifung und somit auch ein zu steifes Last-
Verformungs-Verhalten zur Folge. Weiter ist auch darauf zu achten, stets den
Schwerpunkt zum Zeitpunkt ¢y als Bezugspunkt der Schnittgréflen beizubehal-
ten.

Bei der Zeitschrittmethode sind in der Regel keine Einschriankungen vorhan-
den. Bei ausreichender Rechenleistung und entsprechender Programmierung
kann jeder gewiinschte Effekt implementiert werden (Alterung des Materials,
Hysteresekurven, Belastungsgeschichten, ...).

Wird nach Theorie II. Ordnung gerechnet, oder soll zu einem Zeitpunkt ¢ ei-
ne Traglastanalyse durchgefiihrt werden, ist die Zeitschrittmethode die einzige
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4.6 Die Beriicksichtigung zeitlicher Phidnomene

Methode die Auswirkungen zeitlicher Phdnomene addquat und mechanisch sau-
ber zu beschreiben. Die Methode der effektiven Steifigkeiten kann fiir solche
Zwecke zwar ndherungsweise auch verwendet werden, jedoch ist hier mit unge-
nauen Ergebnissen zu rechnen. Der Grund: Die effektive Steifigkeit wird iiber
den gesamten Lastpfad angesetzt. Dadurch fillt die Systemantwort stets zu

weich aus (siehe Seite ff.).
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5 Berechnung von Stdben und
Stabwerken

Dieses Kapitel beschreibt die letzte Integrationsstufe, das Systemverhalten. Im
Zuge dieser Arbeit werden nur Stdbe und Stabwerke behandelt, daher wird die
Stabtheorie zur Systembeschreibung herangezogen. Als Berechnungsmethode
kommt das allgemeine Weggroenverfahren (Deformationsmethode) fiir ebene
Systeme zur Anwendung, das in MATLAB® umgesetzt wurde. Eine Erweite-
rung auf den rdumlichen Fall sollte grundséatzlich moglich sein. Folgend wer-
den der allgemeine Berechnungsablauf, die Bestimmung und der Aufbau der
Element-, und Systemsteifigkeitsbeziehungen, die Beriicksichtigung von Rand-
und Zwischenbedingungen sowie die Auswirkungen materieller und geometri-
scher Nichtlinearitdt und deren Berechnung genauer beschrieben. Abschlieflend
erfolgt die Verifikation der eigenen Routine anhand von Vergleichsrechnungen
mit dem bestehenden Programm Stab2dNL von |Pfeiffer| (2004) und exempla-
rischen Versuchsnachrechnungen.

5.1 Grundidee des Verfahrens

Beim Weggrofienverfahren werden Systeme kinematisch bestimmt gemacht, in-
dem alle Bewegungsmoglichkeiten sdmtlicher Knoten durch Festhaltungen ge-
sperrt werden. Im sogenannten Volleinspannzustand sind alle Weggrdéfien w
null (@ = 0). Die SchnittgréBen infolge duBerer Belastungen kénnen sehr leicht
iiber Schnittgroflentabellen angegeben werden. Der Volleinspannzustand ist in
der Regel mit dem tatséchlichen Grundsystem kinematisch unvertréaglich. Bei
bekannter Auswirkung jeder Weggrofle der Grofle eins (Einheitsweggrofie) auf
die inneren Kraftgrofien des Systems, kann der zum Kriftegleichgewicht fiihren-
de, kinematisch kompatible Verformungszustand {iber folgende Grundgleichung
bestimmt werden:

K- W+ f=0 - Lbosen des Gleichungssystems — W (5.1)

Wobei hier die Randbedingungen (Auflager, Zwangsverformungen, etc.) be-
riicksichtigt sind.
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5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

@ System:

Pl iideb bt bbieedd

1a EI = konst. b EI = konst. c
S

| 777
:@ kinematisch bestimmtes Systcm (Volleinspannzustand):

e L
e

@ M-,V-,w-Verlauf im Volleinspa‘mnnzustand

® M-,V-,w-VerlétIf bei Kritftegleichgewicht (3 = 5° + S (yb))
|

VO

| |

_ | wo\
4 I I
| |

:@ M-,V - ,w-Verlauf infolge ¢, 1, | !
| | |
—_— [ M(pyb)!
T+ | —
| |
| | |
L : V(‘Py-,b):
= | |
: _— Lroy,b : - . w(‘py.,b):
+ — . Pyb |

|

|

|

|

|

v
[

+H|l

Py,b

Abbildung 5.1: Grundprinzip des Weggroflenverfahrens an einem Zweifeldtréa-
ger
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5.2 Definitionen

Die [ADbbildung 5.1]- @ zeigt einen Zweifeldtréger mit voll eingespannten Rand-

lagern, bei dem nur das linke Feld durch eine Gleichlast ¢ beansprucht wird.
Unter der Annahme, dass die Verformungen im Knoten b komplett behindert
sind (®), ergibt sich der SchnittgroBen- und Verformungsverlauf des Vollein-
spannzustandes @. In diesem Beispiel ist schnell erkennbar, dass der Momen-
tenverlauf des Volleinspannzustandes nicht zum urspriinglichen System passt
(Mygi + Mpye # 0 in @ fiir das System nach @). Nachdem nur die gesperr-
te Verdrehung ¢, 1, im Knoten b einen Momentenbeitrag liefert, kann auch
nur diese WeggroBe das Gleichgewicht herstellen. Die tatsdchlichen Schnittgro-
Ben in den Knoten a, b und ¢ setzen sich letztendlich durch Superposition der
Schnittgréfien des Volleinspannzustandes und der Verdrehnung ¢, 1, zusammen
(§=5°+75(pyp) in ®).

5.2 Definitionen

Vorzeichenkonventionen

e Vorzeichenkonvention I: An einem positiven Schnittufer wirken po-
sitive Schnittgréfen in Richtung positiver lokaler Koordinaten. Am ne-
gativen Schnittufer wirken positive Schnittgrofien entgegen der Richtung

positiver lokaler Koordinaten (siehe [Abbildung 5.2al).

e Vorzeichenkonvention II: Positive Schnittgrofien wirken stets in Rich-

tung positiver lokaler Koordinaten (siehe [Abbildung 5.2b)).

Das Weggrofenverfahren ist nach der Vorzeichenkonvention IT aufgebaut und
hergeleitet. Die Umrechnung zwischen beiden Konventionen erfolgt durch An-
derung der Vorzeichen der Schnittgréfien am Stabanfang.

M, Va Vo M, M, Va Ve o M,
( a e a e ;
| ppp——— |y —————
Na ! Nc Nd ! NC

7 |
neg. - POS.
Schnittufer Schnittufer

z

(a) Vorzeichenkonvention I

tion I und II

|
e

neg. = DOS.
Schnittufer Schnittufer
z

(b) Vorzeichenkonvention II

Abbildung 5.2: Definition positiver Schnittgréfen nach der Vorzeichenkonven-
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5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

Bezugskoorinatensystem fiir die SchnittgroBen

In der Statik sind die Schnittkrifte N und V' am Schnittufer entlang bzw.
normal auf die Stabachse gerichtet . Wird das Kréftegleichge-
wicht am verformten System gebildet, sind die Krifte N und V an den Staben-
den abhéngig von der jeweiligen Knotenverdrehung. Eine Beibehaltung dieser
Betrachtungsweise wiirde die Herleitung differenzieller Beziehungen sehr kom-
pliziert ausfallen lassen. Daher wird fir die Kraftrichtung bei Anwendung der
Theorie II. Ordnung am lokalen Koordinatensystem des unverformten Stabes
festgehalten . Die zugeordneten Schnittkrafte S (Stablangs-
kraft) und R (Transversalkraft) bleiben dabei unabhéngig von der Knotenver-
drehung ¢, bzw. ¢y,.

T
/\(Py.a unverformter Stab Vo A[U
T

N .
A W .
- \>YVNF.H verformter Stab x(py_e
xr
M, . )

= e

yAVA
(a) N-V-Darstellung
P unverformter Stab R.. ﬂ[y.(,
/73—
\ Rea M. e l%—»
z A4 e S.’IT.(‘,
l >§I verformter Stab

(b) S-R-Darstellung

Abbildung 5.3: Bezugskonventionen der Schnittkréfte

Mit der Transformationsmatrix geméif kénnen die Schnittkrifte
von der S-R-Form in die N-V-Form iibergefiihrt werden:

{Xf} - {g} - [—C;)isnsfp iiféii] ' {J;} (5.2)

Fiir kleine Verformungen kann eine Linearisierung der Winkelfunktionen vor-
genommen werden (cose ~ 1 und sin ¢ ~ ). Sie lautet:

(L i) o2

Ist neben ¢ auch das Verhéltnis von Transversalkraft zu Stabldngskraft klein
(|R] <<|S]) kann in guter Naherung zusétzlich N ~ S gesetzt werden.
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5.3 Aufbau eines Stabes

5.3 Aufbau eines Stabes

Der Grundstab des Weggroflenverfahrens ist der beidseitig eingespannte Stab
(Volleinspannzustand, siehe[Abbildung 5.4). Die Schnittgrofien s (innere Kraft-
groflen) setzen sich aus Anteilen infolge aufgezwungener Stabendverformungen
W (duBere Weggrofen) und Anteilen s° infolge dufierer Stablasten zusammen
(Gleichung 5.4). Der erste Index bezieht sich auf die Wirkungsrichtung, der
zweite auf den zugehorigen Knoten. In diesem Kapitel wird nur auf die einach-
sige Biegung Bezug genommen, daher wird bei den Schnittgréflen in weiterer
Folge auf den Index der Wirkungsrichtung verzichtet (N, = Ny o, usw.).

a Stabbelastung e

Wz Py.e

P > ———— >
[-:13 Nyoa unverformter Stab ~ Wz.eyd Nge
z

Wy verformter Stab

Abbildung 5.5: Stab mit positiven inneren Kraft- und Weggroéfien (Vorzeichen-
konvention IT)

T =S (Wen) + 5 (W2a) + 5 (9ya)+

54
F(Wa0) + F(Were) + 5 (gye) + T2 (5:4)

Exemplarisch wird die Querkraft am Stabanfang nach Theorie I. Ordnung in
Abhéangigkeit der Weggréflen angegeben:

12 EI, 6-EI,
= W -
a z,a 2

13
Der erste Term der stellt den Anteil der Querkraft V, einer

am Stabanfang eingepréagten Verschiebung w, , dar. Der Faktor mit dem jede
Weggrdfle multipliziert wird, gibt die vorhandene Steifigkeit an, die der voll

12-E1 6-FI
Py,a — Ty'wz,c - Ty Py.e (5.5)
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5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

eingespannte Grundstab dieser Weggrofle entgegenbringt. Alle Steifigkeitswer-
te konnen in einfacher Weise, z.B. durch Losen der Differentialgleichung der
Biegelinie, bestimmt werden (siehe Beispiel .

Beispiel 5.1: Es werden die Kraftgroflen eines voll eingespannten,
schubstarren Stabes mit konstanter Biegesteifigkeit fiir den Fall her-
geleitet, dass das Stabende in w,-Richtung um den Wert “1* verformt

wird (siehe |Abbildung 5.6). Die Herleitung erfolgt nach Theorie I.

Ordnung.

Abbildung 5.6: Stabelement mit Einheitsverformung w, e =1

Bei Vernachlassigung der Schubverformung und Formulierung des Gleich+
gewichts am unverformten Stab gilt die folgende Differentialbeziehung:

(EI(2) - w(@)")" = q(x) (5.6)

Unter der Voraussetzung konstanter Biegesteifigkeit I und ¢ = 0
folgt:

EI-w® =0 =q (5.7)
El-w" =¢ =-V (5.8)
El-w" =c¢i-z+cy =-M (5.9)
2
x
EI-w' ser g rerTte =—p (5.10)
3 x?
EI-w :C1'6+CQ'?+63'Z‘+C4 (511)

Die Randbedingungen des Stabes lauten:

w(x=0) =0 (5.12)
w'(x=0)=0 (5.13)
w(x=1) =1 (5.14)
w'(x=1)=0 (5.15)
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5.3 Aufbau eines Stabes

Einsetzen von [5.14] und [5.15] in [5.10] und [5.11] folgt:

12-ET1
6-FEI
Co = —5—

12
Einsetzen von c¢; und cs in und ergibt:

12-ET
Vi) =2

6-FI 12-FEI
M(ZE):— l2 +T'$

chenkonventionen I und II

Die Schnittgréfien am Stabanfang und -ende lauten:

Aus den Gleichungen und folgt ¢3 = 0 und ¢4 = 0. Durch

Tabelle 5.1: Querkrifte am Stabanfang und -ende nach den Vorzei-

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Va Ve M, M,
) ) 12-EI 12-EI 6-FI 6-FEI
Vorzeichenkonvention I B B BT B
) . 12-FEI 12-EI 6-FEI 6-EI
Vorzeichenkonvention II - B B B B

Die Beziehungen aller Kraftgroflen in Abhéngigkeit eingeprigter Weggrofien
nach Theorie I. Ordnung kénnen in Matrizenform dargestellt werden (Vorzei-

chenkonvention II):

F(wz,a=l) F(wza=1) F(pya=1) F(wg.e=1)
[ FA FA
0 0 0 T
12-ET 6-FE1
0 13 e
0 6-FE1 4-FET 0
K= EA FA
T 0 0 0
12-F1 6-FEI
0 B B 0
0 6-E1 2-FET1 0

F(wee=1)  F(pye=1)
0 0
12-EI  6-EI

B E
6-EI 2. EI
12 l
0 0
12-EI  6-EI
13 12
6-EI 4-EI
12 ;]

(5.20)
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5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

Der rémische Index “I¢ der Stefigkeitsmatrix K7 steht fiir die Theorie I. Ord-
nung.

Bei Formulierung des Gleichgewichts am verformten Element lautet die Stei-
figkeitsmatrix nach Theorie I1.Ordnung;:

F(wz,a=1) F(wsz,a=1) ?(pr,azl) F(wz,e=1) F(w;,e=1) §>(Wy.e:l)

T EA EA 1
e 0 0 e 0 0
#1-EI  fy-EI #1-EI  fy-EI
0 B NE 0 B 2
. fo-EI  a-FBI . fo-EI  B-EI
1 _ NE I 12 I
K= BA EA
- 0 0 - 0 0
fi-EL  fa-EI fi-EI  f-EI
0 E 12 0 I3 12
. f2-EI  B-EI . f2-EI - EI
! E l 12 ;]
(5.21)
mit:
fi=-2+2-(a+p) (5.22)
Ja=a+p (5.23)
und:

e=1-\/|S|/EI (5.24)

bei Drucknormalkréften (S < 0):

£-sine-¢e?-cose
a= - (5.25)
2-(1-cose)—¢e-sine
e? —¢-sine (5.26)
ﬁ_2-(1—coss)—5~sin5 '
fir S=0:
a=4.0 (5.27)
B=2.0 (5.28)
und Zugnormalkréften (S > 0):
_ &-sinhe- 2. coshe (5.20)
a_2~(1—cosha)—s-sinhe '
e? —¢-sinhe
B (5.30)

B 2-(1-cose) —e-sinhe
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5.4 Aufbau des Systems

Die Argumente der Steifigkeitsmatrix K7 eines Elementes hingen nur von den
Steifigkeiten I und EA ab. Daher wird sie auch als materielle Steifigkeitsma-
trix bezeichnet. K/ kann als Erweiterung der materiellen Steifigkeitsmatrix um
einen von der Gleichgewichtsformulierung am verformten System verursachten
Zusatzanteil (geometrischer Anteil) angesehen werden:
K" = KT+ K(S)
=KK™+ K#® (5.31)

Aus der analytischen Losung folgt:

K&(S)=K"(S)- K" (5.32)

5.4 Aufbau des Systems

Stab 2 3 . 5

=1 Tlok - Tlok

J T ‘ 5

Zlok ) Zlok
Sy =
— | &
EE 5
of O
—~p S|

4

¥

Lglob
Zglob

Abbildung 5.7: Stabzug

Die Steifigkeitsmatrix K (K bzw. K!!) jedes Stabes kann folgendermafien
gruppiert werden:

_ kaa,lo kae,lo
Klo - I:kea,lo kee,IO:I (533)

Der erste Index jeder Teilmatrix steht fiir den Ort der Auswirkung, der zweite
fiir den Ort der Ursache. Die Untermatrix ke gibt demnach Auskunft iiber die
Schnittgréfien am Stabanfang fiir eingepragte Verformungsgrofien am Stabende.
Der Index ,lo“ verdeutlicht den Bezug auf das lokale Koordinatensystem des
Stabes. Die Steifigkeitsmatrix mit Bezug auf das globale Koordinatensystem
eines um den Winkel « gedrehten Stabes erfolgt durch Transponation:

Kg=T" KT (5.34)

127



5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

mit:
cosae -sina 0 0 0 0
sina  cosa O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
= 0 0 0 cosa -sina O (5.35)
0 0 0 sina cosa O
0 0 0 0 0 1

Stéabe werden tiber Knoten miteinander verbunden. Jeder Knoten, der entweder
Anfangs- oder Endpunkt eines Stabes ist, wird in der Steifigkeitsmatrix des Sys-
tems erfasst. Ist ein Knoten Anfangs- und/oder Endpunkt mehrerer Stébe, wer-
den die diesem Knoten zugeordneten Teilmatrizen der lokalen Steifigkeitsma-
trizen der betroffenen Stabe addiert (Parallelschalten der Einzel-Steifigkeiten).

Fiir einen Stabzug, wie in abgebildet, wird die Steifigkeitsmatrix
wie folgt aufgebaut:

kSt kS 0 0 0
kow kol + k32 % 0 0
Kyysa=| 0 ES2 ES2 + kS3 + kSa kSs 0 (5.36)
0 0 kg3 kgs Ky
0 0 0 ESa gSa

Alle Teilmatrizen sind hier auf das globale Koordinatensystem bezogen.

5.4.1 Beriicksichtigung von Stab- und Knotenbelastungen

Bisher wurden die Zusammenhénge des unbelasteten Grundstabes betrachtet.
Neben den Weggrolen haben auch Stab- und Knotenbelastungen einen An-
teil an den SchnittgroBen. Im Volleinspannzustand werden die Stablasten iiber
den Schnittgrofenvektor §° den Stabanfangs- bzw. Stabend-
knoten zugeordnet. Die Anteile konnen dhnlich des Beispiels [5.1] aus der Dif-
ferentialgleichung der Biegelinie bestimmt werden. Exemplarisch sind in der

die Schnittgréfien fiir den Grundstab nach fiir zwei

Belastungen angegeben.

o

Der Gesamtlastvektor infolge Stablasten (37, - 575

(P) lautet:

) und Knotenbelastungen

fa=%a-7 (5.37)

Positive Knotenbelastungen 7 greifen wie in abgebildet in po-

sitive Koordinatenrichtung an.
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5.5 Berticksichtigung von Zwangsverschiebungen

Abbildung 5.8: Positive Wirkungsrichtung von Knotenkraftgréfien

Tabelle 5.2: Schnittgréflen s;, im Volleinspannzustand des Grundstabes nach

fiir zwei Stabeinwirkungen nach Theorie I. und II.
Ordnung (Vorzeichenkonvention II)

‘ TH I. Ordnung ‘ TH II. Ordnung
Va My Ry M
Lastfall Ve Me R° M?
g | L L l a
5 T | Ty T (a+p)
l 2 l 2
Ty g Ty 5 (a+B)
3-1 12 3-1 12 1 6-(a+p)
s U I AL B S (R
Ty T30 | Ty Ty \avg T 32
7.1 2 7.1 21 6-(a+h)
p— —_ — p— - —_—— - - —_— +
Ty | T Uy \arpT T 322

o und 8 gem. Glelchungen@ bzw. [5.29]
Grundstab - siehe

5.5 Beriicksichtigung von Zwangsverschiebungen

Beim WeggriéBenverfahren sind die Weggrofien die unbekannten Variablen. Wird
an einem Knoten die Verschiebung in eine Richtung vorgegeben (Zwangsver-
schiebung), so ist nunmehr die zugehorige Kraftgrofie in diese Richtung un-
bekannt. Durch Umstellen des Gleichungssystems (Spaltenmodifikation oder
Zeilen- und Spaltenmodifikation) wird dies wieder korrigiert.

Spaltenmodifikation

Die zur bekannten Weggréfie w; gehorige Spalte der Steifigkeitsmatrix wird
mit dem bekannten Wert multipliziert und dem Lastvektor f zugeordnet. Da-
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5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

durch ist die entsprechende Spalte der Steifigkeitsmatrix null. Das zugehorige
Hauptdiagonalargument wird mit dem Wert eins besetzt. Ausgehend von der
[Gleichung 5.1] demonstrieren die folgenden Gleichungen diesen Vorgang fiir ein
System mit sechs Freiheitsgraden fiir eine bekannte Verschiebung ws. Bei die-
ser Vorgehensweise steht an der Stelle von wy nach dem Lésen des Gleichungs-
systems im eigentlichen Vektor der Weggréfien die zugehorige Knotenkraft in
Zwangsverschiebungsrichtung und muss durch den Wert wy ersetzt werden.

bekannt unbekannt bekannt
ki1 k1o kis kia kis kis wy f1
k‘271 k‘272 kJ273 k2)4 ]f2)5 k‘gﬁ wsy ... bek. f2 ... unbek.
ksn kso kss ksa kss ksel ws _ fs
kag kao ka3 ki kas Kag Wy - fa
ksi kso ksz ksa kss kse ws fs
ks keo kes kea kes Kes we fe
(5.38)
bekannt unbekannt bekannt
— —
kl,l 0 k’173 k1.4 k1)5 kl)ﬁ w1 fi+ k12w
kon 1 kos kos kos kog
ksp O ksz ksa kss k3ol Jws | __)fs+kso wo
kin 0 kag kaa kas kag wy [ | fatka W
ksp 0 ks3 ksa kss kspe ws f5 + ks - Wy
keqp O ks kea kes Kee we fo + k.2 - Wo
(5.39)

Zeilen- und Spaltenmodifikation

bekannt unbekannt bekannt
— —_——
kii 0 kg kia kis kg w1 fi+ k12w
0 1 0 0 0 0 Wa 0

ksi O ks ksa kss kse| Jws| __)fs+ks2 W (5.40)
kag 0 ka3 kaa Fkas kag Wy fa+kao W ’
ksg 0 ks3 ksa kss kse ws f5+kso-wa

keqp 0 kes kea kes kes we fo + ko2 Wo

Hier wird ahnlich der Spaltenmodifikation vorgegangen, nur dass zusétzlich
auch die zugehorige Zeile von w; mit Nullen besetzt wird. Da ws beim Lo-
sen des Gleichungssystems automatisch null wird, bleibt der Weggréflenvektor
frei von Kraftgrofien. Am Ende des Berechnungsvorganges muss auch hier die
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5.6 Berticksichtigung von Lagerungen

Zwangsverschiebung w; im Weggrofienvektor eingetragen werden. Als Demons-

tration dient die

5.6 Beriicksichtigung von Lagerungen

Auflager stellen Randbedingungen im System dar, ohne dessen Beriicksich-
tigung die in der dargestellte Steifigkeitsmatrix des Systems
singuldr ist. Erst durch das Einbeziehen von Lagerungsbedingungen wird die
Systemsteifigkeitsmatrix regulér und das System kann berechnet werden (vor-
ausgesetzt das zu berechnende System ist nicht kinematisch verschieblich).

5.6.1 Beriicksichtigung von starren Lagerungen

Starre Lagerungen kénnen auf drei Arten beriicksichtigt werden:

¢ Reduktion des Gleichungssystems
¢ Spaltenmodifikation oder Zeilen- und Spaltenmodifikation

o Beriicksichtigung durch Federn mit hoher Steifigkeit

Reduktion des Gleichungssystems

Diese Methode stellt die fiir Handrechnungen géngigste Vorgehensweise dar.
Hier werden alle zugehorigen Spalten und Zeilen des Gleichungssystems ge-
strichen und das reduzierte Gleichungssystem gelost. Diese Strategie ist bei
kleinen Systemen und vor allem bei der Handrechnung insofern sehr praktisch,
da der Berechnungsaufwand reduziert wird. Bei Computerprogrammen zahlt
sich diese Methode jedoch meist nicht aus, da erstens die Struktur und der
Aufbau des Gleichungssystems verdndert wird und zweitens die Flexibilitédt in
der Anwendung eingeschrankt ist.

Spaltenmodifikation oder Zeilen- und Spaltenmodifikation

An jedem Knoten mit einer starren Lagerung ist die Weggréfle in Richtung
der Lagerung null und somit bekannt. Die Modifikation des Gleichungssys-
tems kann entsprechend der Vorgehensweise nach [Gleichung 5.39| bzw. [Glei
durchgefiihrt werden. Diese Methode hat den Vorteil, dass der Auf-
bau und die Struktur des Gleichungssystems erhalten bleibt und die Implemen-
tation sowie die Berechnung sehr einfach durchfithrbar ist.
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5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

Beriicksichtigung durch Federn mit hoher Steifigkeit

Das Hauptdiagonalargument der Steifigkeitsmatrix jeder starren Lagerungs-
richtung wird mit einem hohen Steifigkeitswert ci,s addiert. Dadurch wird die
Steifigkeitsmatrix reguldr und das Gleichungssystem lésbar. An den Stellen ei-
gentlicher starrer Lagerung ergeben sich nun zwar Verformungen, die verschie-
den von Null, jedoch bei geeignet hohen Steifigkeitswerten c;,¢ vernachlassighar
klein sind. Trotz der groflen Zahlenunterschiede stellen Werte von cj,¢ in der
GroBe von 10° bis 102 in der Regel keinerlei numerische Probleme dar. Diese
Vorgehensweise wird in |Pfeiffer| (2004) auch als Penalty-Verfahren bezeichnet.

5.6.2 Beriicksichtigung von nachgiebigen Lagerungen

Nachgiebige Auflager, deren Ausrichtung dem globalen Koordinatensystem ent-
sprechen, konnen durch Addition der Eigen-Federsteifigkeiten zu den Haupt-
diagonalargumenten beriicksichtigt werden. Die Vorgehensweise ist mit der Me-
thode ,Berticksichtigung durch Federn mit hoher Steifigkeit* ident.

5.6.3 Beriicksichtigung von gedrehten Lagerungen

Die Beriicksichtigung eines zum globalen Koordinatensystem gedrehten Auf-
lagers (siehe , kann sehr einfach durch das Penalty-Verfahren
(Pfeiffer| (2004)) erfolgen. Hier wird die zum Auflagerknoten zugeordnete Teil-
matrix der globalen Systemsteifigkeitsmatrix um die Zusatzsteifigkeiten k', k2
kL, und k¥ erweitert.

le’l = (61 -cos? a® + ¢, - sin? aL) * Cmax (5.41)
kyo = (¢1-sin® a” +C - cos” ") - crmax (5.42)
szz = I{:QL’1 =sina® - cosa’ - (€2 —€1) * Crmax (5.43)

mit: ¢; = Cl/cmax
E2 = CQ/Cmax

Cmax = max (c1;¢2)

Die skalierten Lagersteifigkeiten ¢; und ¢z (0 < ¢; A ¢ < 1) bringen numerische
Vorteile bei grofien Steifigkeitsunterschieden (z.B. Das in 2-Richtung offene und
in z-Richtung starre und gedrehte Lager mit ¢; = 0 und ¢y = 1012).
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Abbildung 5.9: Um den Winkel o gedrehtes nachgiebiges Lager

Die zeigt die Implementation der Zusatzsteifigkeiten fiir ein
System mit sechs Freiheitsgraden fiir den Fall, dass durch die Verdrehung des

Lagers die Freiheitsgrade vier und fiinf betroffen sind. Eine Lagerverdrehung
beeinflusst die Drehsteifigkeit ké nicht. Sie wird daher ohne Modifikation zum
zugehorigen Freiheitsgrad addiert.

kig ko kg k1,4 k15 k16 wq fi

ka1 koo kogs k2,4 ka5 ko6 wo fa

k31 kso k3gs k3,4 k35 k3.6 ws| | fs

kag kaz kas kaa+kiy kas+kl, kig | wa| ) fa

ksg kso kss ksa+kyy kss+kyy ks.6 ws Is

| k61 Koz Kes k6,4 ke.5 ke, + ké_ We fo
(5.44)

5.7 SchnittgroBen und Auflagerreaktionen

Mit der aus der [5.20] bzw. [5.2I] gewonnen Beziehung und der

kénnen die Schnittgroflien fiir ein Element e wie folgt angeschrieben werden:

—

— —0
Slo,e = Klo,e *Wio,e t Sloe (545)

Wird nach Theorie II. Ordnung gerechnet (K = K') ist darauf zu achten,
dass der SchnittgroBenvektor die S-R-Form aufweist. Die Umrechnung auf N-
V-Form erfolgt nach |Gleichung 5.2| bzw. [Gleichung 5.3|

Die Knotenkrifte des Systems lauten:

E>sys = Rgys Esys + gbgys (546)
Fiir jeden Freiheitsgrad mit einer Randbedingung entspricht die zugehorige
Komponente von ¢ der Auflagerkraft. Wirkt an einem Knoten eine Kraftgrofie,
so entspricht die jeweilige Komponente von ¢ dieser Kraftgrofe.
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5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

5.8 Gleichgewichtsiteration

Bei linear elastischem Materialverhalten sind die Biege- und Dehnsteifigkeiten
stets konstant. Der mit dem WeggroBenverfahren berechnete Weg- und Kraft-
groflenzustand ist daher immer mit dem Stoffgesetz kompatibel. Verhélt sich
das zugrunde gelegte Material nichtlinear (physikalische, bzw. materielle Nicht-
linearitit), wird die Steifigkeit belastungsabhéngig. Die mit den Eingangswer-
ten der Steifigkeiten ermittelten Weg- und Kraftgrofien stehen im Widerspruch
zum Stoffgesetz (Abbildung 5.10, 5 und s(* bei w(l)). Fiir jeden Stab kann
nun die Differenz zwischen der Kraftgrofie § und der zur Weggréfle zugehorigen
Kraftgrofe am Anfangs- und Endknoten bestimmt werden. Daraus wird fir
jedes Element e der Restkraftvektor f res,lo,c Mit Bezug auf das lokale Koordi-
natensystem zusammengesetzt:

Kt (5.47)

=~
S

—
fres,lo,e =

Die Umrechnung des Restkraftvektors vom lokalen zum globalen Bezug erfolgt
durch die Transformationsbeziehung nach [Gleichung 5.35l Durch Assemblieren
aller Element-Restkraftvektoren entsteht der fiir We1tere Berechnungsschritte
notwendige Restkraftvektor frcs sys des Systems. Die Gleichgewichtsiteration
kann mit dem Newton(-Raphson)-, Sekanten- oder Bogenldangenverfahren er-
folgen (siehe Werkle| (2008)), Rust| (2011)), ...). Im Zuge dieser Arbeit wurde
das Newtonverfahren umgesetzt. Das grundlegende Prinzip kann der
entnommen werden. Die Gleichgewichtsiteration ist solange durchzu-
fiihren, bis ein festgelegtes Toleranzmaf} e, unterschritten wird. Hierbei kann
die betragsméBig grofite verbleibende Restkraft von fessys, die euklidische
Norm des verbleibenden Restkraftvektors | 7res’sys|\2 oder des letzten Diffe-
renzweggroBenvektors | AwWgys |2 zum Vergleich mit ey herangezogen werden.
Ausreichend genaue Ergebnisse wurden mit €4, = 107 bis 107 erzielt, wobei
stets beachtet werden sollte, dass die Rechendauer sehr stark vom gewéhlten
Toleranzmaf} abhéngt. Die Grundgleichungen des Verfahrens fiir die v-te Ite-
ration des i-ten Lastinkrements lauten:

K- Aw + 70 =0 > Aw(sY 5.18)
Y = AT "
mit:
f(l/) Sigs—ﬁJrﬁwi wenn v = 1
flg(le/s),sys wenn v > 1
und:
mé;s? = wsys,i—l wenn v =1
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5.8 Gleichgewichtsiteration

Bei Berechnungen mit Laststufen in inkrementeller Form miissen bei der Last-
stufe ¢ die Verformungen der letzten Laststufe als Vorverformung fiir das néchs-
te Lastinkrement mitberiicksichtigt werden. Dies erfolgt durch den Anteil p,, ;
im Gesamtlastvektor:

T = (K& (5:) — K&,(Si-1)) - Ways i1 (5.50)

Auch bei Systemberechnungen sind die in aufgelisteten Varia-
tionen des Newtonverfahrens realisierbar. Die allgemeine Form erreicht das
Gleichgewicht bei der geringsten, die Primitivform bei der hochsten Anzahl
an Iterationen. In der eigenen Berechnungsroutine wurde die allgemeine Form

implementiert.

2‘* gf;lliutml::l LSG. Laststep i Q Ver lfmf ?nf' ) LSG. Laststep i
ag g = Umlagerung
) D)
= i - = - o Y
- \ - \
= o = =
— 2 ~ ]
5| 5| 2
N 3
& i = = H H H
s : i s : : :
w Aw® A . X Aw® Aw® Aw@)
o p > —b o p N
SN | K N N :
g w;—q wb: w@iw@ .. F i wWhw@i 0) .
‘ e L >
innere Weggréfie w (gq, ky, Kz) innere Weggrofie w (eq, ky, Kz)
(a) Allgemeine Form (b) Primitivform

Abbildung 5.10: Prinzip des Newton-Verfahrens

Beispiel 5.2: Das Newton-Verfahren wird anhand eines Stabwerks
bestehend aus zwei Dehnstében demonstriert. Beide Stédbe haben iden-
te Querschnittsflichen und Stabldngen, jedoch unterschiedliche Stoff-
gesetze (Abbildung 5.11ajund [5.11b)). Die[Tabelle 5.3|zeigt die Berech-
nungsergebnisse der einzelnen Iterationsschritte fiir das System, die
Tabellen [5.4] und [5.5] jene fiir den Knoten b der Stdbe 1 und 2. An
den Kraft-Weg-Verldufen der Stdbe 1 und 2 ist zu erkennen, dass die
Zielkraft Ngo; bei statisch unbestimmten Systemen nicht konstant ver-
lauft, sondern von den Steifigkeitsverteilungen innerhalb des Systems
abhédngt. Das Newton-Verfahren konvergiert sehr schnell. Obwohl das
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5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

System mit einem einzigen Lastschritt bereits fast bis auf die System-
traglast beansprucht wird, ist der korrekte Weg- und Kraftgrofenzu-
stand nach sieben Berechnungsschritten gefunden. Die grofite Rest-
kraft im System betridgt nach sechs bzw. sieben Iterationsschritten
nur mehr 1.68-1072 bzw. 3.30-10~* kN. Der Stab 2 beginnt ab dem
fiinften Iterationsschritt zu flielen, womit die Dehnsteifigkeit grund-
sétzlich null ist. Die Bestimmung von Aeg}, hétte somit eine Division
durch Null zur Folge. Um dies zu umgehen wurde festgelegt, dass die
kleinste vorhandene Dehnsteifigkeit 1 MN betragt. Formal wird hier
beim Stab 2 auf die Primitivform des Newton-Verfahrens umgestellt.

300
C Stab 1: 200 // ]
o 1y = 1.0 [m] — //
Fopgs = A =001 [m? : 100
b Stab 2: 2 0
ly = 1.0 [m] "o -100
- Ay = 0.01 [m?] Stab 1/ [gtab 2
sl < -200p - )
N Belastung: -300
s Fyp, = —5.25 [MN] 6 420 2 4 6
e [N/mm®]
(a) System (b) Soffgesetze

Abbildung 5.11: System und Stoffgesetz

Tabelle 5.3: Newton-Verfahren, Ergebnisse - System

Step EAI EAZ Fsysm p fres f sz,b We,b Fz,b,res
[[]  [kN] [kN] [kN] [kN] [kN] [kN]  [mm] [mm] [kN]
1 1000 1000 3000 5250.0 0.0 5250.0 -1.750 -1.750 -1350.00
2 600 600 1200 0.0 1350.0 1350.0 ~-1.125 -2.875 -525.00
3 400 200 600 0.0 525.0  525.0 -0.875 -3.750  -150.00
4 200 200 400 0.0 150.0 150.0 -0.375 -4.125 -43.75
5 50 1 51 0.0 43.7 43.7 -0.858 -4.983 -0.86
6 50 1 51 0.0 0.9 0.9 -0.017 -5.000 -0.02
7 50 12 51 0.0 0.0 0.0 -0.000 -5.000 -0.00

b Fsys = EA1 + EA2
2) Tatséichliche Steifigkeit: EAs = 0 kN.
Um Division durch 0 zu vermeiden: EAs =1 kN
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Tabelle 5.4: Newton-Verfahren, Ergebnisse - Stab 1

Konv. I Konv. 1T Konv. T
Step AN, AN, N Aey Ep Ny, Nipres | Fabres
[]  [kN] [kN] [%oo] (%]  [kN]  [kN]  [kN] [kN]
1 -1750.0 | -1750,0 -1750.0 -1.750 -1.750 -1450.0 -300.00 | -300.00
2 -675.0 -675.0 -2125.0 -1.125 -2.875 -1950.0 -175.00 | -175.00
3 -350.0 -350.0 -2300.0 -0.875 -3.750 -2150.0 -150.00 | -150.00
4 -75.0 -75.0 -2225.0 -0.375 -4.125 -2206.3 -18.75 -18.75
5 -42.9 -42.9  -2249.1 -0.858 -4.983 -2249.1 -0.00 -0.00
6 -0.8 -0.8 -2250.0 -0.017 -5.000 -2250.0 -0.00 -0.00
7 -0.0 -0.0 -2250.0 -0.000 -5.000 -2250.0 -0.00 -0.00
Tabelle 5.5: Newton-Verfahren, Ergebnisse - Stab 2
Konv. I Konv. II Konv. I
Step AN, AN, Ny Agy, €b Ny, Nores | Fubres
[-] [kN] (kN]  [%]  [%] [kN] [kN]  [kN] [kN]
1 -3500.0 | 3500,0 3500.0 1.750 1.750 2450.0 1050.00 | -1050.00
2 -675.0 675.0 3125.0 1.125 2875 2775.0 350.00 -350.00
3 -175.0 175.0 2950.0 0.875 3.750 2950.0 0.00 -0.00
4 -75.0 75.0 3025.0 0.375 4.125 3000.0 25.00 -25.00
5 -0.9 0.9 3000.9 0.858 4.983 3000.0 0.86 -0.86
6 -0.0 0.0 3000.0 0.017 5.000 3000.0 0.02 -0.02
7 -0.0 0.0 3000.0 0.000 5.000 3000.0 0.00 -0.00
-2.4 5 3.6 —
—]V.sol | H ;
2 5 3pAS }\ -
Z 16 9/ oA v
. ; 'z 24 ;
1.2 / 1.8 /
w0 wn
2 -0.8 / =z 1.2 /
-0.4 § 0.6 S
0 N = —2.25 [MN] 0 N23 = 3.00 [MN]
0 1 -2 -3 -4 -5 -6 0 1 2 3 4 5 6
Wy b [mm] Wb [mm]

(a) Kraftverlauf Stab 1

(b) Kraftverlauf Stab 2

Abbildung 5.12: Kréfteverlauf im Knoten b der Stdbe 1 und 2 wiahrend
des Newton-Verfahrens

137



5 Berechnung von Stdben und Stabwerken

. Stab 2 2 N
N R\ £ \
go_f) 0 ]
N e
terationsschritt
0 ‘& é é é

0 2 4 6 8 10 12
Iterationsschritt

Abbildung 5.13: Restkréfte-Verlauf wihrend des Newton-Verfahrens

Gleichgewichtsiteration wahrend der Zeitschrittmethode

Durch Kriechen und Schwinden kommt es zu einer Verdnderung der inneren
WeggroBlen (charakterisierende Dehnungsebene des Querschnitts - vgl.
. Ein zum Zeitpunkt ¢ giiltiger Weg- und Kraftgroflenzustand
ist dadurch zum Zeitpunkt t+1 erneut im Widerspruch zum Stoffgesetz. Das
Prinzip der Gleichgewichtsiteration, unabhéngig mit welchem Verfahren die-
se durchgefiithrt wird, bleibt bestehen . Die Abbildungen
und [5.16] zeigen die Abldufe des erstellten Berechnungsprogramms wéhrend
einer Zeit- und Laststufe.

A Zeit
—
LSG.
Laststep
i 5 to

A ’ LSG.
Laststep
i, 1

innere KraftgroBe s (N, M,, M)
())
7

wilto), w®iwi(t)

innere Weggrofie w (g¢, ky, Kz)

Abbildung 5.14: Newton-Verfahren bei Zeitstufenberechnung
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5.8 Gleichgewichtsiteration

|Start (Zeitschritt-Iteration v = 1)|
I

Fiir jedes Element e am Anfangs- und Endknoten:

Anname fir die mittlere kriechwirksame Dehnung jeder Querschnittsfaser
= gf(t,t+1) (=€%(t))

|Berechnen des Dehnungszustandes zum Zeitpunkt ¢ + 1|

. <Restkréftc fres ermitteln:
nein

—ja
max |fres| < Etol J —‘

| Gleichgewichtsiteration |
1

Bestimmen der mittleren kriechwirksamen Dehnung jeder Querschnittsfaser
e¥(t) +e¥(i+1
— €7ﬁ(t7t+1) = %

v=v+1

I—nein |§;§(z’,7ﬁ+1) - E,ﬁ(i7i+1)| < Etol

. Vereinfachung - einmalige Bestimmung
BTN von ef (t,t+1) und v = 27

{ Stablédngskraft-Iteration | -

Abbildung 5.15: Flussdiagramm der Stabwerkberechnung wéhrend eines Zeit-
schrittes
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Start (Laststufe ¢, Stablangskraftiteration j =1, S, fiir jedes
Element aus letztem Gleichgewicht)

Uber alle Elemente e, mit aktueller Stablingskraft:
Steifigkeitsmatrix des Elements e bestimmen:

— Kiok,e Transformation Kgiob,e

Stablastvektor des Elementes im Volleinspannzustand
bestimmen (Vorzeichenkonvention II):

—0 . —0
= Shke Transformatio S glob,e

1
Steifigkeitsmatrix des Systems erstellen:
— Ksys

I
Ges_qmtlastvektor fir das akt. Lastinkrement erstellen:
— f = g’syb p + pw

Soys --- Stablastvektor des Systems
P ... Knotenlastvektor des Systems
Pw .. Lastvektor infolge Vorverformung w(= wsys,i-1)

1
Randbedingungen beriicksichtigen (starre und nachgiebige

Lager, Zwangsverschiebungen und -verdrehungen):
— Ky

J=J+1

Weggroﬁen berechnen:

Glelchungbsys‘cem K5yb AWgys + f =0

— wsys - wsys,l—l + A'wsys

(falls Zwangsverformungsgrofien w vorhanden:

die Positionen in Awgys durch W ersetzen)
1

Schnittgrofien berechnen (fiir jedes Element, Vorzeichenkonv. II):
— AWsys = AWgiop,e Transformation  Awiok,e

= Se = Seim1 + Kiok,e - AWiok,e + Sy o (in S-R-Darstellung)
— Se,s-r  Transformation e n.v (nur bei TH. II. Ordnung)

Stablangskraft-Iteration

Differenz-Stablangskraft AS., jedes Elementes e beim Step j
ermitteln und im Vektor Sa eintragen (nur bei TH II. Ordnung):
— ASe = Se,j — Se,j—l

Restkrafte frCS ermitteln:
neln a—-E d
max |fres| S €tol ! nee

Glelchgewmhtsmeratlon }

Abbildung 5.16: Flussdiagramm der Stabwerkberechnung wéhrend einer Last-
stufe
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5.9 Verifikation der eigenen Routine

5.9 Verifikation der eigenen Routine

5.9.1 Vergleich mit Stab2dNL
Nichtlineare Berechnung einer Stiitze

Fiir den Vergleich wurde der Eulerfall 3 mit einer Stiitzenldnge von 30 m (\ »
145) gewdhlt. Als geplante Lastexzentrizitat wurde eg = 25 cm und als Imperfek-
tion in Stabmitte e; = 3.5 cm (parabelférmiger Imperfektionsverlauf) angesetzt.
Der rechteckige Querschnitt hat die Abmessungen h/b/d; /da = 50/50/5.5/5.5 cm
und ist auf der Druck- und Zugseite mit je 12.38 cm? bewehrt (ps = 1.0 %). Be-
ton und Stahl entsprechen den Giiten C30/37 und B550B. Bei der Berechnung
mit der eigenen MATLAB®-Routine wurde die Imperfektion mit zehn Stiitz-
stellen angenéhert. Die Stiitze wurde mit 80 Teilstdben (Elemente) modelliert.
Alle angesetzten Materialkennwerte kénnen der entnommen wer-
den. In den Abbildungen bis sind reprisentative Kenngréfien zum
Vergleich dargestellt. Alle Verlaufe, ausgenommen der F,-w,-Kurve, gelten fir
die Kraft F, = —900kN, die ca. 94 % der Traglast von max |F,| = -960 kN
entspricht.

30 = -1200
27 e —
o4 \\\ -1000 /,/
21 ) 800/
= 18 7 A
—15 /’ 24, -600
812 8 / o) €i,mifi
9 e & -400 / 2
6 -200 B g
3 2
0 0
0 20 40 60 80 100 0 40 80 120 160 200
w,(x) [mm] wy(x = 21m) [mm]
—— Stab2dNL  --- eigene Routine

Abbildung 5.17: Vergleich von Stab2dNL mit der eigenen Routine - Verformun-
gen und System (alle Grafiken aufler der F,-w,-Darstellung
beziehen sich auf F,, = ~900kN)
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27 } 27 27 /\
24 24 24 >
21 / 21 21 o
=12 ERF] 1 1 R W7
"2 % 512 12 /
9 /] 9 9
6 6 = 6 /
3 3 T 3 s
oL 2 0 0~
-300 0 300 0 250 2 -1 0 1 2 3
M (z) [kNm] B(z) [MNm?] ko (z) [1/km]
—— Stab2dNL - -- eigene Routine

Abbildung 5.18: Vergleich von Stab2dNL mit der eigenen Routine - M, By
und k-Verlauf bei F, = -900 kN

[ N
27 27 { 27 g
24 24 -\ 24 =
A\
21 21 [ Mg 21
=18 =18 =18
—15 —15 —15
812 812 812
9 9 9
6 6 2 6
3 3 = 3
0 0 — 0
-1005 -1000 -995 0 10*  -0.15 0 0.1
N(z) [kNm] D(z) [MN] go(z) [kNm]
—— Stab2dNL - -- eigene Routine

Abbildung 5.19: Vergleich von Stab2dNL mit der eigenen Routine - N, Dy;
und eg-Verlauf bei F,, = -900kN

Tabelle 5.6: Angesetzte Materialkennwerte fiir den Vergleich zwischen
Stab2dNL und der eigenen Matlab-Routine

Beton ‘ Stahl
Eewm 33000 [N/mm®] | E 200000 [N/mm’]
fem 38 [N/mm?’] | fym 600 [N/mm?]
fetm 2.9  [N/mm®] | fum 650 [N/mm?]
Uk 18  [%] Eum 50 [%0]
Ec1 22 [%0]
Ecul -3.5 [%0]
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5.9.2 Vergleich an Versuchen

Versuche von |Ramu et al.| (1969)

Das vereinfachte Zeitschrittmodell nach [Unterabschnitt 4.6.3] wird anhand von
drei exemplarischen Versuchen unter Dauerlast verifiziert. Alle drei Probe-
korper weisen eine Schlankheit von A = 100 mit einem Bewehrungsgrad von
ps = 1.7 % auf und unterscheiden sich entweder in der Lastausmitte oder der
permanenten Belastungsgréfle. Die Berechnungsannahmen kénnen den Tabel-
len 5.7 und [5.8] die graphischen Ergebnisse den Abbildungen [5.20] und [5.21]
entnommen werden. Allen Nachrechnungen wurde die Kriechfunktion der [AD]
zugrunde gelegt, die dem dokumentierten Gesamtmittel aller
begleitenden Kriechversuche entspricht. Die Stiitzen 12 und 23 wurden mit
zehn Zeitschritten berechnet. Fiir die Nachrechnung des Priifkérpers 13 wur-
den 100 Zeitschritte angesetzt, damit der Momenten-Zeit-Verlauf der
moglichst fein aufgelost wird. Bei den Probekérpern 12 und 23
stellt sich im Versuch ein Abklingen der zeitabhingigen Verformunsgéinderung
ein (dw/dt — 0). Daher kommt es bei diesen Stiitzen zu keinem durch Krie-
chen verursachten Stabilitdtsversagen. Der Probekorper 13 verhélt sich anders.
Anfangs kann trotz VergroBerung der Auslenkung ein Abklingen der zeitab-
héngigen Verformungsdnderung beobachtet werden. Nach ungefdhr acht Tagen
nehmen die Abtriebskréfte aus der Verformung schneller zu, als das Kriechen
abklingt. Dieser Vorgang fithrt nach 16 Tagen Dauerbeanspruchung zum krie-
chinduzierten Stabilitdtsversagen.

Tabelle 5.7: Geometriedaten der Versuchskorper

Stiitze  b/h dy/ds Bew. Lo efP/egn €; Nep
[cm] [ecm]  [Stk.]J@[mm] [cm] [cm]  [em] [kN]

S12 25/15  2.7/2.7 2x410 433 1.9/1.9 - -230
S13 25/15  2.7/2.7 2x4210 433 1.8/1.8 - -305
523 25/15  2.7/2.7 2x4210 433 4.0/4.4 - -141

Tabelle 5.8: Angesetzte Materialkennwerte

Stiitze Ecm/fcm/fctm v Eshr Ac,effa Es/fsy/fsu
[N/mm?] (%] [%] [cm?] [N/mm?]
S12 28000/31.0/1.7 10 -0.3 25 200000/500/550
S13 27000/31.0/1.5 10 -0.3 25 200000/500/550
S23 28000/31.0/1.7 10 -0.3 25 200000/500/550

& Gilt pro Bewehrungsstab
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5.9 Verifikation der eigenen Routine

Versuche von [Berger| (2012)

Ein mit 1400 kN zentrisch vorgespannter Zweifeldtriager (VK1) mit gleicher
Stiitzldnge von 7.5 m wurde durch Hebung des mittleren Auflagers um 6.25 mm
Zwang ausgesetzt. Der Querschnitt ist rechteckig und aus Beton der Giite
C30/37 und Spannstahl der Giute St1570/1770 hergestellt. Alle Geometrie- und
Materialangaben kénnen der entnommen werden. Der Systemauf-
bau mit Belastung ist der [Abbildung 5.22] zu entnehmen. Die Zwangsbeanspru-
chung blieb elf Tage aufrecht. Dabei wurden kontinuierlich die Auflagerkréfte
mitgemessen, woraus sich der zeitliche Verlauf der Zwangsschnittgrofien ab-
leiten l4sst. Die zeigt den Verlauf des Zwangsmomentes iiber
dem Mittelauflager (schwarze, strichlierte Linie). Da der Versuch im Freien
(Sommer 2008) durchgefithrt wurde, ist der Verlauf, bedingt durch die Tem-
peraturunterschiede, sehr ungleichméaflig. Die schwarzen Punkte kennzeichnen
Versuchsdaten dhnlicher Uhrzeit wie zum Versuchsbeginn (+2h). Weiter sind
die numerische Nachrechnung mit der Methode effektiver Steifigkeiten (rote
strichlierte Linie), mit dem Verfahren nach Trost (rote, strichpunktierte Linie)
und der Zeitschrittmethode nach [Unterabschnitt 4.6.3| (rote Linie) eingetragen.
Da der Versuchskoérper wiahrend des gesamten Kriechversuchs im ungerissenen
Zustand blieb, wurde fiir alle Verfahren linear-elastisches Materialverhalten an-
gesetzt. Es ist zu erkennen, dass das Verfahren mit effektiven Steifigkeiten zu
konservativen Ergebnissen fithrt, wihrend das Zeitschrittverfahren den Versuch
am Besten annédhert. Die Differenz der beiden Verfahren betrégt ca. 15 % (Ba-
sis des Bezugs: ZSM). In der ist der theoretische Verlauf der
Zwangsmomente am Mittelauflager und in Feldmitte bis zu einer Belastungs-
dauer von 26.2 Jahren abgebildet. Die Momente M, (t) bzw. M;j5(t) ndhern
sich mit fortschreitender Zeit immer mehr der jeweiligen zwangsfreien Groflie
an. Hier kann sehr eindrucksvoll abgelesen werden, dass im Versuchszeitraum
von elf Tagen schon fast die Hélfte des Zwangsmomentes abgebaut wurde.

Tabelle 5.9: Geometriedaten der Versuchskorper

Beton ‘ Spannstahl
Eem 33000* [N/mm?] | E, 200000  [N/mm?]
fem/fetm  40.0/3.0  [N/mm?] | foy/fou 1690/1900 [N/mm?]
v 10 [-] Npm© -1250 [kN]
Eshr -0.3 [Y%0] Bew.d 2x1236.6  [Stk.]@[mm]
o(to,teo) 2.3 [-]
Actot” 787.5  [cm]?

2 Fem ... Sekantenmodul

b Fiir die Berechnung der modifizierten Arbeitslinien nach erforderlich

¢ Pro Litze mit Verlusten aus Kriechen, Schwinden und Relaxation

d Effektiver Durchmesser des Spannbiindels (7 Litzen & 1.50 cm?), Ap = 10.5 cm?
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Abbildung 5.23: Versuchsdaten und Nachrechnung
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Abbildung 5.24: Verlauf der Momente bis zur Belastungsdauer t = 26.2 Jahre
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6 Bemessung

Dieses Kapitel befasst sich mit den in der [ON-EN1992-1-1| (2011)) und dem na-
tionalen Anhang |ON-B1992-1-1| (2011)) angefiihrten Bemessungsansétzen. Die
im Eurocode 2 geregelten Grundlagen fiir die nichtlineare Berechnung und

alternative Ansétze der Literatur werden im [Abschnitt 6.2] vorgestellt. Ei-
ne detaillierte Beschreibung der vereinfachten Bemessungsansétze, Nennkriim-

mungsverfahren und Nennsteifigkeitsverfahren, kann dem ent-
nommen werden. Der [Abschnitt 6.4] beleuchtet das Tragverhalten von Bau-

teilen. Hier wird der Einfluss von Betongiite, Bewehrungsgrad, Vorspannung,
Kriechen und Schwinden systematisch betrachtet und beschrieben. Weiter er-
folgt der Vergleich und die Bewertung der Berechnungsergebnisse der oben
genannten Verfahren.

6.1 Einfiihrung

Normalkraftbeanspruchte Systeme bzw. Bauteile miissen im Allgemeinen un-
ter Beriicksichtigung des Einflusses der Verformungen auf die Schnittgréfen
bemessen werden. Die Auswirkungen der Theorie II. Ordnung sind im wesent-
lichen von der einwirkenden Normalkraft, der Schlankheit, der Ausmitte und
der Steifigkeit der Bauteile abhéingig. Nach der ON-EN1992-1-1| (2011) darf
der Einfluss der Theorie II. Ordnung in der Bemessung vernachléssigt werden,
wenn dessen Auswirkungen auf die Schnittgréfien im Vergleich zur Berechnung
nach Theorie I. Ordnung unter 10 % liegen. Ohne eine Berechnung sowohl nach
Theorie 1., als auch nach II. Ordnung durchzufithren und zu vergleichen, ist
diese Beurteilung nicht leicht vorzunehmen. Daher wird im Eurocode 2 ein ein-
facher Ansatz fiir Einzeldruckglieder angegeben. Hiernach darf die Beurteilung
der Notwendigkeit der Theorie II. Ordnung vereinfacht iiber die Einhaltung der
Grenzschlankheit Ay, erfolgen. Die Bemessung darf mit Schnittgréfen nach
Theorie I. Ordnung gefithrt werden, wenn A < Ay, ist. Die Schlankheiten A
und Ay, errechnen sich wie folgt:

l

A=2 (6.1)
i

i ... Tragheitsradius des ungerissenen Querschnitts (z =1 /A)
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6 Bemessung

20-A-B-C
Mim = ———F—— (62)
NZD
1
mit: A=——— B=\1+2-w:C=17—rn
1+ 0.2+ Qg
MOEqp
d: = ty)  ———;
un Peff ()0(007 0) MOEd )
_As'fyd. _ NEd

YT A fe T A fog T Mor M2

Der Faktor A liefert einen Ansatz fiir die Kriechauswirkungen in der Grenz-
schlankheit. Diese werden iiber die effektive Kriechzahl p.g abgeschatzt. Weiter
steht Mogqp/Mora fiir das Verhéltnis des Momentes infolge Theorie I. Ord-
nung unter quasi-stdndiger Lastkombination zu jenem Moment unter der Be-
messungskombination (ULS). Variiert das Moment iiber die Stablidnge, darf
der Maximalwert oder ein anderer repréisentativer Mittelwert fiir M eingesetzt
werden. Alternativ diirfen anstelle von Mogqp/Mora auch die Verhaltniswer-
te Mpqp/Mga des Gesamtmomentes inklusive Theorie II. Ordnung verwendet
werden. Dann aber ist eine iterative Bemessung unumgénglich. Nach der |ON-
EN1992-1-1/(2011) darf das Kriechen vernachlassigt werden, wenn die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:

e p(o0,tp) <2.0
e AT
e Moga/Nga = h (h .. Querschnittshohe)

Ein iiber die Stabldnge verdnderlicher Momentenverlauf wird iiber den Faktor
C bertcksichtigt. Hierbei ist r,, das Verhéltnis der Stabendmomente, wobei
|Moa| > |Mo1| eingehalten werden muss. Im Falle eines konstanten Momen-
tenverlaufs nimmt 7, den Minimalwert von 0.7 an. Sind die Stabendmomente
gleich grof}, erzeugen aber Zug auf unterschiedlichen Seiten (Zimmermannstab),
hat r,, den Maximalwert von 2.7.

Beriicksichtigung von Imperfektionen

Werden die SchnittgroBen nach der Theorie II. Ordnung ermittelt, miissen et-
waige Imperfektionen in der Berechnung beriicksichtigt werden. Sie sind un-
giinstig wirkend anzusetzen. Abweichungen in der Geometrie (Abmessungen,
Lage der Bewehrung, Durchmesser der Bewehrung, Modellunsicherheiten,...)
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6.1 Einfiihrung

sind bereits in den Teilsicherheitsbeiwerten auf der Materialseite beriicksich-
tigt. Abweichungen im System (Schiefstellung, Vorkriimmung) miissen in ihrer
Grofle ermittelt werden. Grundsétzlich diirfen Imperfektionen als Schiefstel-
lung bzw. Vorkriimmung oder entsprechende Ersatzlast (Einzellast, Gleichlast)
beriicksichtigt werden (siehe [Abbildung 6.1). In der[ON-EN1992-1-1] (2011) er-
folgt dies iiber die Neigung 6;. Sie setzt sich aus einem Grundwert 6y, einem
Abminderungsbeiwert «y, fiir die Héhe und einem Abminderungsbeiwert ayy,
fiir die Anzahl der aussteifenden Bauteile im Grundriss zusammen. Es gilt:

Hi = 90 *Qh - Oy (63)
€ = Gi . l0/2 (64)
mit: Oy = 1/200 (6.5)
2
ap=—und 2/3<ap <1 (6.6)

Vi
am =105 (1+1/m) (6.7)

Vereinfachend zur darf in ausgesteiften Systemen e; immer mit

lo/400 angenommen werden.

N N
€; a
Hi §

.

R
<
(=]
S PRI
I
~
(a) Nicht ausgesteifte Stiitze (b) Ausgesteifte Stiitze

Abbildung 6.1: Beriicksichtigungsmoglichkeiten der Imperfektion nach der ON-
EN1992-1-1] (2011))

149



6 Bemessung

6.2 Aligemeine Nichtlineare
Bemessung/Berechnung

Das Verformungsverhalten und somit auch das Tragverhalten von Bauteilen mit
Einfluss der Theorie II. Ordnung kann nur mit nichtlinearen Berechnungen rea-
litdtsnah beschrieben werden. Dabei ist es von besonderer Bedeutung, realisti-
sche konstitutive Materialgesetze fiir die Berechnung zu verwenden. Speziell im
Stahlbeton- und Verbundbau miissen die Rissbildung und die Zugversteifung
moglichst korrekt erfasst werden. Hierbei spielen oftmals auch Zwangsspan-
nungen aus Schwinden oder Temperaturbelastung und deren teilweiser Abbau
durch Kriechen eine bedeutende Rolle.

Mit nichtlinearen Berechnungen kénnen bei statisch unbestimmten Systemen
neben Verformungen auch Schnittgréfenumlagerungen infolge belastungsab-
héngiger Steifigkeitsverteilungen automatisch erfasst werden. Nichtlineare Be-
rechnungen sind sehr aufwéndig, da das Kréaftegleichgewicht unter Einhaltung
der Verformungskompatibilitdt nur iterativ gefunden werden kann. Die Quali-
tat der Ergebnisse héngt nicht zuletzt von der Systemabbildung, der Verwen-
dung hinreichend genauer Materialmodelle und der Diskretisierung (Anzahl der
Elemente im System und iiber den Querschnitt) ab. Da das Superpositions-
gesetz bei einer nichtlinearen Berechnung seine Giiltigkeit verliert, ist es nicht
mehr moglich, unterschiedliche Lastfille einzeln zu berechnen und anschliefend
zu {iberlagern. Deshalb muss der Nachweis der Tragfahigkeit fiir jede mogliche
Lastfallkombination durchgefithrt werden.

Eine Bemessung von statisch unbestimmten Tragwerken mittels nichtlinearer
Berechnung ist eine sehr komplexe Aufgabe, da die Bewehrungsverteilung vor
dem Beginn der nichtlinearen Berechnung bereits bekannt sein muss. Da die
Schnittgroflenverteilung in statisch unbestimmten Systemen von der Beweh-
rung abhédngt, ist bei der nichtlinearen Bemessung keine eindeutige Losung
mehr moglich. Sie lduft daher bei statisch unbestimmten Systemen immer auf
eine Optimierungsaufgabe hinaus. In |Ahner| (2001)), |Andreatta (2004) und [Six
(2001) wird diese Thematik in Grundziigen behandelt.

Nichtlineares Verfahren nach |ON-EN1992-1-1| (2011) und [ON-B1992-1-1
(2011)

Die ON-EN1992-1-1| (2011)) schreibt generell die Verwendung geeigneter Span-
nungs-Dehnungs-Beziehungen zur Ermittlung der SchnittgréBen und Verfor-
mungen vor. Als geeignet werden konstitutive Materialgesetze auf Mittelwert-
niveau angesehen. Der Grenzzustand der Tragfidhigkeit muss mit den Bemes-
sungswerten der Baustofffestigkeiten nachgewiesen werden. Die Verwendung
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6.2 Allgemeine Nichtlineare Bemessung/Berechnung

von Mittelwerten zur SchnittgrofSenermittlung und Verwendung von Bemes-
sungswerten zum Nachweis der Tragfahigkeit wird in der Literatur oft als ,,dop-
pelte Buchfiihrung“ bezeichnet. Bei der Berechnung stabilitdtsgefahrdeter Bau-
teile muss nach dem nationalen Anwendungsdokument ON-B1992-1-1 (2011]),
Abschnitt 5.8.6(3) nachgewiesen werden, dass die Bemessungslast hinreichend
weit vom Stabilitdtsversagen entfernt ist. Deshalb wird gefordert, dass die Be-
messungslast um 30 % gesteigert werden kénnen muss, ohne dass es rechnerisch
zu einem Stabilitdtsversagen kommt.

Vereinfachend erlaubt die ON-EN1992-1-1| (2011) im Abschnitt 5.8.6 auch die
Berechnung der Traglast auf Bemessungsniveau mit der nichtlinearen Span-
nungs-Dehnungs-Beziehung nach Bild 3.2 in Abschnitt 3.1.5. Hierbei soll an-
stelle von f.,, der Bemessungswert f.q und anstelle von FE.,, der reduzierte
Wert Ecq = Eem/veE verwendet werden (y.g = 1.2). Bei dieser Vorgehensweise
entféllt der Nachweis Ny, < 1.3 Ngq des Abschnitts 5.8.6(3) der ON-B1992-1-1
(2011). Das vereinfachte Berechnungsmodell ist hochstens als Richtwert anzu-
sehen und kann keinesfalls eine realitdtsnahe nichtlineare Berechnung ersetzen.
Quast| (2000), Six| (2001) u.a. haben gezeigt, dass Bemessungswerte nicht fiir
die Traglastberechnung mit Verformungseinfluss geeignet sind.

Die doppelte Buchfithrung der momentanen Normenfassung wird stark kri-
tisiert. Erfolgt die Berechnung mit den Mittelwerten der Materialkennwerte,
stellen sich die Schnittgréflen bei statisch unbestimmten Tragwerken auch auf
Basis der mittleren FlieBspannungen ein. Die somit erhaltene Schnittgréfien-
verteilung (Einwirkung) kann bei der anschliefenden Nachweisfiihrung mit Be-
messungswerten (Widerstand) oftmals nicht ins Gleichgewicht gebracht wer-
den. Bereichsweise miissen dann zusétzliche Bewehrung, Querschnittsdnderun-
gen oder alternative Maflnahmen vorgesehen werden, um ein lokales Versagen
rechnerisch zu vermeiden. Damit dndert sich aber auch wieder die Grundlage
der urspriinglichen SchnittgréfSenermittlung. Der urspriingliche Gedanke, 6rtli-
che Fehlstellen mittels um Teilsicherheitsbeiwerte abgeminderte Fraktilwerte zu
erfassen fithrt oftmals zu Inkonsistenzen in der Nachweisfithrung. Daher wur-
den von einigen Wissenschaftlern alternative Nachweisformate vorgeschlagen,
die nachfolgend angesprochen werden.

Vorschlag von Eibl

Grundsitzlich teilt auch Eibl die Meinung, dass Mittelwerte geeignet sind, das
Last-Verformungsverhalten realitdtsnah zu beschreiben. Fiur ihn ist es jedoch
inkonsistent, die Schnittgréfen nichtlinear zu bestimmen und den Nachweis
der Tragfahigkeit schliefllich mit den Bemessungswerten der Materialseite zu
fithren (Eibl und Schmidt-Hurtienne| (1995)). Die Annahme, dass ein Quer-
schnittsversagen automatisch auch den Kollaps des Systems bedeutet, trifft
nur bei statisch bestimmten Tragwerken zu. Erhoht sich der Grad der inneren
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6 Bemessung

und/oder dufleren statischen Unbestimmtheit ergibt sich ein nicht zu vernach-
lassigendes Potential fiir die Schnittgroflenumlagerung. Eibl schldgt daher vor,
von der Nachweisfiihrung auf Querschnittsebene zu einer Nachweisfiihrung auf
Systemebene tiberzugehen. Die mit Mittelwerten der Materialeigenschaften er-
mittelte Traglast R, sollte dividiert durch einen globalen Teilsicherheitsbeiwert
~gr nicht kleiner als die Einwirkung E4 auf Bemessunglastniveau sein
. Die Frage, wie grof3 der Teilsicherheitsbeiwert vg sein muss, um die
erforderliche Zuverlédssigkeit zu gewéhrleisten, sollte mit Hilfe von probabilisti-
schen Finite Elemente Methoden (PFEM, SFEM) geklart werden.

R
Ex -y < — (6.8)
TR
N N A Traglast R
e
| NS
E o I’YR
| N A—
! Ey .
i Lmgy) | ©
! [a\}
A Einwirkung E
w

Abbildung 6.2: Sicherheitsformat nach [Eibl und Schmidt-Hurtienne| (1995))

Vorschlag von Konig

Auch in Konig et al.| (1999) wird auf die mechanische Widerspriichlichkeit der
getrennten Baustoffeigenschaften zur Schnittgroflenermittlung und Bemessung
bei statisch unbestimmten Tragwerken eingegangen. Konig schldgt zwei prin-
zipielle Sicherheitskonzepte vor, die fiir alle Bauteile ein konstantes Zuverlas-
sigkeitsniveau bieten konnten. Das erste Konzept bedient sich eines konstanten
Sicherheitsfaktors yg, den Konig mit 1.3 festlegt. Der rechnerische Mittelwert
der Betondruckfestigkeit betrdgt f.r = 0.85- fox und jener der StahlflieSspan-
nung fyr = 1.1- fyx. Den Faktor 0.85 zur Ermittlung der rechnerischen mittleren
Betondruckfestigkeit begriindet Kénig mit der oftmals kleineren Druckfestigkeit
am Bauteil im Vergleich zur Festbetonpriifung. Aus dieser Uberlegung ergeben
sich nach den Gleichungen und der gleiche Teilsicherheitsbeiwert yg.
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6.2 Allgemeine Nichtlineare Bemessung/Berechnung

Der Vorteil ist hier, dass yg unabhéngig von der Versagensart (Betonversagen,
Stahlversagen) ist.

fck - fcR

fcR =0.85- ka und fcd = — =0.85-1.5=1.3 (69)
Ve cd
fym fym
fya = = =—=1.1-1.15~1.3 6.10
vd 1'1"75 fyd ( )

mit v, = 1.5, und 75 =1.15

Das zweite Konzept basiert auf einem variablen Sicherheitsbeiwert vg, der in
Abhéngigkeit zur erreichten Dehnungsverteilung im Grenzzustand ermittelt
wird. Bei Gefahr eines Sprodversagens muss der Sicherheitsbeiwert ygr gro-
Ber als bei duktilem Versagen sein. Mit Hilfe von Optimierungsalgorithmen
konnten Bauteilabmessungen bzw. Bewehrungsverteilungen so bestimmt wer-
den, dass sich der geringste notwendige Sicherheitsbeiwert einstellt. Dadurch
konnen duktilere Tragwerke geplant werden.

Das Verfahren von Koénig wurde fiir die nichtlineare Berechnung und Bemes-
sung von Tragwerken im nationalen Anwendungsdokument DIN-EN1992-1-
1/NA| (2011) der DIN-EN1992-1-1| (2011) aufgenommen (siche [Tabelle 6.1)).
Quast| (2000) kritisiert, dass das Verfahren nur bei Systemen ohne Einfluss der
Verformungen auf die SchnittgroBen gute Ergebnisse erzielt, weil nur die Ver-
héaltniswerte der Biegesteifigkeiten fiir die SchnittgroBenverteilung ausschlagge-
bend sind. Kommen Einfliisse der Theorie II. Ordnung hinzu, ist das Verfahren
seiner Meinung nach wenig geeignet, da die Verformungen durch die Wahl abge-
minderter Fraktilwerte der Betonkennwerte als Rechenwerte zu grofl ermittelt
werden.

Tabelle 6.1: Rechnerische Mittelwerte und Teilsicherheitsbeiwerte fiir die nicht-
lineare Tragwerksbemessung nach der DIN-EN1992-1-1/NA|(2011))

Baustahl fyr =11 fyx
fir =1.05- fyr B500A
fir = 1.08 - fyr B500B
Spannstahl pr.lR =1.1- pr.lk
pr =1.1- fpk
Beton fer =0.85 aee - fek
Teilsicherheitsbeiwert yg des Widerstandes
Yr = 1.3 standige und voriibergehende Bemessungskombination
R = 1.1 auBergewohnliche Bemessungskombination
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6 Bemessung

Vorschlag von Six

Unter der Voraussetzung nur die Nachweisfithrung anzupassen, jedoch nicht das
Nachweiskonzept der aktuellen Normung zu verdndern, entwickelt |Six| (2001))
ein Konzept, das auf den Uberlegungen von Eibl aufbaut. Er ist ebenfalls der
Auffassung, dass die von [Eibl und Schmidt-Hurtienne| (1995) angesprochenen
Probleme bzw. Inkonsistenzen eliminiert werden kénnen, wenn die Nachweis-
fithrung bei nichtlinearer Berechnung nicht auf der Querschnittsebene sondern
auf der Systemebene erfolgt. Das neue Sicherheitsformat muss fiir ihn folgende
Punkte erfiillen:

e FKinklang des Sicherheitsformates mit dem semi-probabilistischen Teilsi-
cherheitskonzept

¢ Mindestanforderungen der Zuverlissigkeit geméfl der [DIN-V-ENV1991-1
(1992) miissen erfiillt sein

o Ausgeglichenes Zuverlassigkeitsniveau

¢ Sicherheitselemente flieBen auf Bauteil- bzw. Systemebene in die Berech-
nung ein (der neue Teilsicherheitsbeiwert bezieht sich auf den fir das Sys-
tem charakteristischen Widerstand, der durch die Nennwerte bestimmt
wird)

Sein Losungsansatz fiir das neue Sicherheitsformat lautet:
Ed < Rd = R(Xk> anom)/’YR mit: TR = Ves * Vsys (611)

Hier steht X fiir den fiir das System charakteristischen Widerstand, der mit
Nennwerten abgebildet wird. Die nominellen Querschnittskennwerte (Hohe,
Breite, Stahlfliche, Randabstand der Bewehrung, statische Nutzhéhe der Be-
wehrung,...) gehen in ayom ein. Unsicherheiten auf Querschnittsebene und bei
der Systemabbildung werden durch die Beiwerte 7cs und 7sys erfasst. Der Vor-
teil dieser Formulierung liegt darin, dass 7.s an die Versagensart (Sprodbruch,
duktiles Versagen, Stabilitdtsverlust) angepasst werden kann. In Féllen grofier
Empfindlichkeit gegeniiber Modellunsicherheiten bringt die Anrechnung von
Ysys €benfalls ein hohes Mafl an Flexibilitdt, da dieser Beiwert an unterschied-
liche Tragwerkstypen (Durchlauftriger, Einzelstiitzen, Stockwerksrahmen, ...)
angepasst werden kann. Die zeigt die von Six vorgeschlagene
Grofle von 7. in Abhéngigkeit des Dehnungszustandes beim Eintritt des glo-
balen Versagens. Bei duktilem Versagen (51 > 4 %o) wird s = 1.3 gesetzt.
Ist der Querschnitt komplett tiberdriickt, liegt ein sprodes Versagen vor. Hier
wird ves = 2.1 angesetzt. Zwischen duktilem und sprodem Versagen ist der Bei-
wert s linear verdnderlich. Mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode leitet Six den
Teilsicherheitsfaktor ~.s auf Querschnittsebene fiir unterschiedliche, variierte
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6.2 Allgemeine Nichtlineare Bemessung/Berechnung

Parameter (variabler Bewehrungsgrad, variable Betongiite,...) ab. Die Nenn-
werte der Festigkeiten ergeben sich wie folgt:

fon =11 fo (6.12)
fon =11+ fux (6.13)

Six kalibriert 7.5 an den Ergebnissen seiner Parameterstudie und entwickelt
folgende Beziehung:

€sl 2 4% : VYes = VYes,ductile = 1.3 (614)
. { Prot ~0.085-p2/p1
51 < 0%0: Yes = Yes,brittle = Ll-9e-ve- (7) (615)
Po
mit: pp = 1%

In die [Gleichung 6.15| geht der Randabstand der Bewehrung (dq = di nom, do =

d2 nom) mit den nominellen Werten ein. Wird der Randabstand ebenfalls als
streuend angesehen und mit den Bemessungswerten erfasst (diq = dinom +
5 mm, daq = da nom + 5 mm), folgt:

Ptot

€51 <0%0 : Yes = Ves,brittle = 1.1-7C-~yé~( ; mit: pg =0.3% (6.16)
0

)—0~070~p2/m

Dehnung Stauchung
E\Sll
€s2e—F
As2
L zentrisches Dekompression
Ng, Mg b Zugversagen C
—5
A | zentrisches
sl Druck
Es1 ruckversagen
o »Ecel
Esu Esy ~ 4%0 cl bZW. Ec2
51 - »Ecel
Yes,ductile = 1.30

Yes,brittle

\/
Yes

Abbildung 6.3: Teilsicherheitsfaktor ~.s in Abhéngigkeit des Dehnungszustan-
des bei Erreichen der Traglast nach (2001) (auf Nennwerte
fyn und fon bezogen)
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6 Bemessung

6.3 Vereinfachte Bemessungsverfahren

Die ON-EN1992-1-1| (2011)) stellt dem Anwender zwei vereinfachte Verfahren
zur Bemessung druckbeanspruchter Bauteile mit Einfluss der Theorie II. Ord-
nung zur Verfiigung. Ein Verfahren basiert auf der Verwendung von Nennkriim-
mungen, das andere auf der Verwendung von Nennsteifigkeiten.

6.3.1 Das Verfahren mit Nennkriimmungen - NKV

Dem Verfahren mit Nennkriimmungen liegt nach der ON-EN1992-1-1| (2011))
eine Kragstiitze, wie in [Abbildung 6.4] dargestellt, zugrunde. Die Bemessung
jeder realen Stiitze erfolgt mit den fiir diese Modellstiitze hergeleiteten Be-
ziehungen. Deshalb wird das Verfahren auch als Modellstiitzenverfahren bzw.
Ersatzstabverfahren bezeichnet. Ziel ist es, den eigentlichen Stabilitdtsnachweis
in eine Querschnittsbemessung fiir das Gesamtmoment Mgq = Mogq + | NE4| - €2
iiberzufiithren.

System unter Belastung System unter
virtueller Kraft H

unverformtes verformtes

System System Verlauf - M Verlauf - & Verlauf - M
€1  Nga _©2 Nga
€ €g Moe M, _
Ha Hef N H=1
/ (N
I N
T
Lo " i
RS ! I i
| g Il — H
= T | 11 ; x
I
N
i J
o M;| Moe i M=F-1
My | Mogq =F-lo/2
Mgq

Abbildung 6.4: Modellstiitze mit Momentenlinie, Kriimmungsverteilung und
virtueller Momentenlinie - Nennkriimmungsverfahren

Die Zusatzausmitte ey aus der Theorie II. Ordnung ist von der Knicklange Iy,
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6.3 Vereinfachte Bemessungsverfahren

der Rechenkriimmung 1/r und der Kriitmmungsverteilung (Faktor 1/c) abhin-
gig. Die Rechenkriimmung 1/r wird auf Basis einer Referenzkriimmung 1/rg,
einem Abminderungsbeiwert K, fiir die Normalkraft und einem Vergréflerungs-
beiwert K, zur Beriicksichtigung des Kriechens ermittelt. Das Zusatzmoment
My = Ngq - e2 ergibt sich zu:

, 11 , 11
M; = |Ngq|- Ky lg- = —=|Nga| - Ky - Ky - lg - = — (6.17)
cr c o
Das zu bemessende Gesamtmoment Mpgq lautet:
MEd = MOEd + M2 (618)

Grundidee des Verfahrens

Will man die Tragfihigkeit einer Stiitze bestimmen, muss die Auswirkung der
Verformung auf die Schnittgréfen mitberiicksichtigt werden. Das Gesamtmo-
ment Mggq im maximal belasteten Querschnitt setzt sich aus dem Moment
Mogq nach Theorie I. Ordnung und dem Zusatzmoment My zusammen (Mgq =
Moga + Mo = Ngq - (eg + ¢; + €2)). Die Verformung e, hingt wiederum von der
Kriimmungsverteilung entlang der Stabachse ab und kann (im Allgemeinen ite-
rativ) mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Kréfte (PvK) bestimmt werden. Sie
ergibt sich zu:

l

M) M(z) [ _
w—eg—/wdx—ofn(m)~M(:c)dx (6.19)

Bei bekanntem Krimmungsverlauf und Maximalwert kgmax der Krimmung
kann die obige Gleichung auch wie folgt dargestellt werden:

1 2
W=€y=—"Kmax "l (6.20)
c

Hier steht 1/c fiir einen Faktor zur Beriicksichtigung der Kriimmungsvertei-
lung. Dieser wird fiir einfache Grundfélle mit linear-elastischem Materialver-
halten aus Integrationstabellen entnommen. Bei speziellen Kriimmungsvertei-
lungen oder nichtlinearem Materialverhalten ist 1/c¢ analytisch oder numerisch
zu bestimmen. Das Beispiel zeigt die Herleitung von 1/c fiir eine Kriim-
mungsverteilung in Form einer sinus-Halbwelle an einer Kragstiitze.
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6 Bemessung

Beispiel 6.1: Es wird ein auskragender und am Fuf fest eingespann-
ter Stab der Lange [ (Knicklidnge Iy = 2:1) betrachtet. Der Kriimmungs-
verlauf entlang des Stabes sei sinus-formig mit dem Maximalwert £pyax
am Stiitzenfuf. Die Verformung am Stiitzenkopf lautet:

l

T 417 13

w = Kmax 'Sin| — -z |- « dx:ﬁmax-—Z:KmaX-—Z
0 2l N—— s e

M(x)
Durch Vergleich erhdlt man fiir 1/c:

i§_1 5
Hmax'ﬁzf"‘@max'lo =

1 1 1
c c w2 10

- — N —

Die Gleichung wurde in Abhéngigkeit der Knickldnge [y hergeleitet.
Es wére auch denkbar diese in Abhéngigkeit der Bauteillinge [ anzu-
schreiben.

Bei linear elastischem Materialverhalten ist der Kriimmungsverlauf proportio-
nal zum Momentenverlauf (x(z) = M (z)/EI, mit EI = konst.). Das Last Ver-
formungsverhalten eines Stahlbetonstabes verhélt sich jedoch nicht linear. Die-
se Nichtlinearitat setzt sich aus einer materiellen (physikalischen) Komponen-
te (Rissbildung, nichtlineare konstitutive Materialgesetze) und einer geometri-
schen Komponente (Verformungseinfluss) zusammen. Sie verursachen ein tiber-
proportionales Anwachsen der Kriimmungen mit gréffer werdendem Moment.
Dadurch kann der Beiwert 1/c nur mehr numerisch abgeleitet werden. Fiir die
Bemessung mit dem Modellstiitzenverfahren wird 1/c daher aus Grenzbetrach-

tungen angesetzt. Die zeigt vier hiufig auftretende Grenzfil-

le:

o Mit anwachsender Schlankheit und sinkendem H/N-Verhéltnis wird die
Kriimmungsverteilung immer parabelférmiger, es ergibt sich der Grenz-
wert 1/c = 5/48 = 0.104. Wird fir die Biegelinie eine sinus-Halbwelle
angesetzt, ergibt sich 1/c = 1/7? = 0.101. Fiir baupraktische Zwecke wird
niaherungsweise 1/c =1/10 verwendet.

 Bei steigendem H/N - Verhéltnis und sinkender Schlankheit wird sich die
Kriimmungsverteilung immer mehr dem dreieckigen Verlauf annéhern, es

gilt: 1/c=1/12.

 Steigen sowohl das H/N - Verhéltnis, als auch die Schlankheit, stellt sich
der Grenzfall 1/c = 16 ein.

e Ist die Bewehrung optimal zum einwirkenden Moment abgestuft oder die
Ausmitte egy; grofl; wird der Kriimmungsverlauf nahe am rechteckigen
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6.3 Vereinfachte Bemessungsverfahren

Verlauf (1/c=1/8) sein.

A
A
Z AsI-sIT ~ 09-d
{70 VI t
1/16 7 d |y 3
St ) &
e - N hEE
1/8 ke
> b 0
H/N d
(a) Grenzwerte fiir 1/c (b) Querschnitt (¢) Kriimmung

Abbildung 6.5: Einzelheiten des Modellstiitzenverfahrens

Das Gesamtmoment kann nun wie folgt angegeben werden:

11
MEd ZMOEd+M2 :MOEd+|NEd|'lg'E'; (621)

Die voranstehende Gleichung kann in der M-x-Darstellung als Einwirkung in
Form einer Gerade abgebildet werden . Schneidet die M-x-
Kurve der Einwirkung jene des Widerstands, bedeutet dies, dass ein stabiler
Gleichgewichtszustand moglich ist. Tangieren sich die Einwirkung und der Wi-
derstand, zeigt das einen gerade noch giltigen Gleichgewichtszustand vor dem
Stabilitatsverlust an (labiles Gleichgewicht). Gibt es keinen Berithrungs- oder
Schnittpunkt, so ist kein Gleichgewichtszustand moglich. Der fiir die Bemes-
sung mindestens erforderliche Bewehrungsgrad ist jener, bei dem die M-k-
Kurve der Einwirkung jene des Widerstands gerade noch tangiert. Fiir eine
Vielzahl an Stiitzen fallt der Berithrungspunkt mit der Krimmung beim Flief3-
beginn der Druck- bzw. Zugbewehrung zusammen, weshalb diese Krimmung
beim Modellstiitzenverfahren angesetzt wird . Mit abnehmen-
dem Mygq kann der Beriihrungspunkt auch bei einer kleineren Kriimmung
liegen. Auch in diesen Féllen wird beim Ersatzstabverfahren die groiere Kriim-
mung beim Fliebeginn der Bewehrung angesetzt. Somit sollte das Modellstiit-
zenverfahren bei steigender Schlankheit und sinkender Lastausmitte gegentiiber
einem allgemeinen nichtlinearen Verfahren sicherere Ergebnisse liefern. Ist der
Momentenanteil Mygq im Vergleich zum Zusatzmoment M, besonders grof3
(eo+i 1), kann der Berithrungspunkt auch bei grofieren Kriimmungen als der
angenommenen liegen. In diesen Féllen ist mit sinkenden Sicherheiten zu rech-
nen.

Die Bewehrung miisste grundsétzlich so ermittelt werden, dass die errechne-
te Schnittgrofenkombination Ngq und Mgq mit der rechnerisch angesetzten
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6 Bemessung

Krimmung 1/r aufgenommen werden kann. Nach der (ON-EN1992-1-1| (2011))
darf die fiir diese Schnittgrofenkombination erforderliche Bewehrung verein-
fachend aus dem Grenzzustand der Tragfahigkeit ermittelt werden, was die
Anwendung von N-M-Interaktionsdiagrammen unterschiedlicher Bewehrungs-
grade ermoglicht. Da das Moment nach dem FlieBbeginn der Bewehrung nur
mehr sehr wenig gesteigert werden kann, wird diese praktikable Vorgehensweise
nach Kordina und Quast| (2001)) bzw. |Quast| (2004) als zuléssig eingestuft.

Wichtig ist, dass die mit dem Modellstiitzenverfahren ermittelte Ausmitte e
nicht die tatsdchliche Verformung der Stiitze, sondern nur eine Nédherungslo-
sung darstellt. Die tatséchliche Verformung kann mit diesem Verfahren wegen
der getroffenen Vereinfachungen (Grenzbetrachtung der Kriitmmungsverteilung,
Ansatz der rechnerischen Kriimmung 1/r,...) gar nicht bestimmt werden.

M
t @ w > we Querschnitt:
R2-d;/h = 0.11
W= As : fyd
g Wiwerf B Ac : fcd
o
= @ w < werf
§ Tl Lyfe —— Einwirkung
5 _Ow=0 — Widerstand
=1 o FlieRen Ay
o FlieBen Ay,
>
0 1/7’ K

Abbildung 6.6: Darstellung Einwirkung (E) und Widerstand (R) des Modell-
stiitzenverfahrens in der M-k-Darstellung

N N
A
—W > Werf
Nu Nu — W = Werf
—w < Werf
Druck-
bruch
Npal Npal
Zug-
bruch -
Myy M 1 'K,

Abbildung 6.7: Abminderungsbeiwert K,
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6.3 Vereinfachte Bemessungsverfahren

Die rechnerische Kriimmung 1/r wird ausgehend von der Grundkriimmung
1/r¢ unter Beriicksichtigung der Bemessungsnormalkraft (Faktor K,) und der
Kriechauswirkung (Faktor K,) ermittelt. Als Grundwert 1/ry wurde die Kriim-
mung beim FlieBbeginn der Bewehrung im ,balanced point“ Nggq = Npa ge-
wahlt, da dieser sehr leicht zu bestimmen ist (siehe |Gleichung 6.23| und [Abbil-|
[dung 6.5d). Im Zugbruchbereich wird 1/r vereinfachend konstant gehalten. Im
Druckbruchbereich nimmt 1/r linear von 1/r = 1/r¢ bei Ngq = Npa bis 1/r =0
bei Ngq = N, ab. Diese Abminderung wird durch den Faktor K, geregelt. Da
die Bruchnormalkraft [V, vom angesetzten Bewehrungsgrad abhéngt, stellt das
Modellstiitzenverfahren fiir Normalkréfte [Ngq| > [ Npal| ein iteratives Verfahren

dar. Die zeigt den Zusammenhang von Bemessungsnormalkraft
und Abminderungsfaktor K.

1/r=K, 1/rg (6.22)

2'5yd N Q‘Eyd N Eyd

1/rp = ~ ~ 6.23

[ro= 9.4 " 0454 (6.23)
N, - N

K=t ——Fd oy (6.24)
Nu _Nbal

Eine iiber die Querschnittshohe verteilte Bewehrung wird durch Modifikation
der statischen Nutzhohe d berticksichtigt:

d== +ig (6.25)

is = /1] As (6.26)

Die Grundkriimmung 1/rq wird, wie in der |Gleichung 6.23|angeschrieben, durch

die Dehnung beim Beginn des Flielens der Druck- und Zugbewehrung und dem
Abstand der Bewehrung zueinander ermittelt. Der Abstand agss;p wird verein-
facht oft mit 0.9-d angenommen. Durch Einsetzen des tatséchlichen Abstandes
der Bewehrung kann das Verfahren verbessert werden.

Beriicksichtigung der Kriechauswirkungen im Modellstiitzenverfahren

Die bisherige Herleitung fiihrte zur Sie deckt sich bis auf den
Term K, bereits mit der |Gleichung 6.18| der (ON-EN1992-1-1| (2011)). Um die

Auswirkungen des Kriechens in der Bemessung zu beriicksichtigen, wird der
Abminderungsbeiwert K, eingefiihrt:

K,=1+8-0eg>1 (6.27)
Mit 3 = 0.35 + fu /200 - A/150 > 0 (6.28)
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6 Bemessung

Beriicksichtigung veranderlicher Stabmomente

Sollte der Verlauf der Stabmomente nach Theorie I. Ordnung verdnderlich
sein, darf mit einem &quivalenten konstanten Ersatzmoment My, geméaf
gerechnet werden. Die Stabendmomente My, und Mgy hidngen bei
statisch unbestimmten Bauteilen von den Randbedingungen ab. Das mit dem
Modellstiitzenverfahren ermittelte Zusatzmoment My hingt nur von der Knick-

lange ab.

Moe =0.6- Mgy +0.4- My, >0.4- My, (629)
mit: |M02| > |M01|

6.3.2 Das Verfahren mit Nennsteifigkeiten - NSTV

System unter Belastung System unter
virtueller Kraft A

unverformtes verformtes
System System Verlauf - M Verlauf - M

1 ,Ngq _®2 Nrq

€ € Moe - Mog o
Huglee5) Hef PN f@” -1
ol — n
I
"
L " |
<! | I i
Il | Il '
= T | I x
I
Il
7 J
# M| Moy z M=TF-1
My | Mogq :Fl0/2
Mgq

Abbildung 6.8: Modellstiitze mit Momentenlinie und virtueller Momentenlinie
- Nennsteifigkeitsverfahren

Dieses Verfahren kann auch als Modellstiitzenverfahren angesehen werden, da
die Bemessungsformeln ebenfalls fiir einen Stiitzentyp (Kragstiitze) hergeleitet
sind. Wie der Name des Verfahrens schon andeutet, verwendet dieses Verfah-
ren rechnerische Biegesteifigkeiten fiir den Stabilitdtsnachweis. Der eigentliche
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6.3 Vereinfachte Bemessungsverfahren

Nachweis gegen Versagen auf Stabilitdt wird wie beim Nennkriimmungsverfah-
ren in eine Querschnittsbemessung tibergefiihrt. Der Nachweis gilt als erbracht,
wenn die Bewehrung zur Aufnahme der Schnittgroflen Nggq und Mgq gefunden
ist.

Grundidee des Verfahrens

Das Nennsteifigkeitsverfahren benutzt das Prinzip der virtuellen Krifte (PvK),
um die Zusatzausmitte es zu ermitteln. Betrachtet man einen iiber den Stab
linear verdnderlichen Momentenverlauf nach Theorie I. Ordnung (siehe
, kann das PvK zur Bestimmung der Kopfverschiebung folgenderma-
Ben angeschrieben werden:

1 - M, — 1 (1-f)- M, — 4 My —
_ 1 f-Mopa .l£+,.(ﬂ7m.M.lO 2 M.LO

es M 2 M2
2 El 2 3 El 272 EI 2
:}.f'NEd'QOEd.@+1.(l_f)'NEd'€0Ed.5L.NEd'€2'lg
2 EI 43 EI 42 EI °
(6.30)

Hier wurde angenommen, dass die Biegelinie und somit auch die Ms-Verteilung
einer Sinus-Halbwelle entsprechen. Der Maximalwert e; der Kopfverformung ist

zunédchst noch unbekannt. Wird die nach ey aufgelost folgt:

Nealy (1,1 1 (1,1
rer (55 f)eoma 7 (5+5 ) eoma
1 _ Neald T 1 (EIx2
2. ET w2 l%-NEd

€9 =

_ 7 (53 50 ) -eoma (6.31)

( EIx2 1)
lg'NEd

Wird der Beiwert 3 = 7% /cq eingefithrt und fiir £ {;”2 = Np gesetzt folgt:
0

ez = NBﬂ * €0Ed (6.32)
Nea
Es gilt:
o=t 24 (6.33)

1 1 =
stecf [+2

Bei konstantem Momentenverlauf nach Theorie I. Ordnung (f = 1) wird ¢g = 8,
bei dreieckigem Verlauf (f = 0) ist ¢g = 12. In gleicher Weise, wie in den obigen
Gleichungen hergeleitet, kann gezeigt werden, dass fiir einen parabelférmigen
Momentenverlauf nach Theorie I. Ordnung ¢y = 9.6 und fiir einen sinus-férmigen
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6 Bemessung

Verlauf ¢y = 72 ist. Wie auch beim Verfahren mit Nennkriimmungen darf bei
verinderlichem Momentenverlauf ohne Querlasten mit einem dquivalenten kon-
stanten Moment Mo, (Gleichung 6.29)) gerechnet werden. Hierbei ist stets ¢y = 8
zu setzen. Die kann letztendlich auf die in der [ON-EN1992-1-1
(2011)) angegebene Form gebracht werden:

Mgq = Mogq + Ngq

Np _
NEga 1

-€oEd = Moga - (1 + NBﬁ ) (6.34)
Nea

Die obige Gleichung behélt ihre Giiltigkeit, solange |Ng| > |Ngq| gilt. Ist |[Np| <
| Nga| ergeben sich iiber diese Gleichung negative Werte fiir das Zusatzmoment
M. Dies ist aus mechanischer Sicht nicht moéglich. Fiir den Grenzfall Ng = Nggq
wird das Zusatzmoment M, unendlich grof.

Ermittlung der rechnerischen Steifigkeit

Die Gleichung[6.32] bzw. kann nur dann geldst werden, wenn die Knicklast
Ng = EI - 72/l ermittelt werden kann. Hierfiir bedarf es einer realistischen
Abschitzung der mittleren Biegesteifigkeit im Bereich N = 0 bis N = Ngq.
Nach |ON-EN1992-1-1| (2011)) folgt:

El = K. - Beql, + Ky - E.IL (6.35)
k- K A

mit: Ko = ———2: ky =/ fox/20; ko =n- —— < 0.20
1+ Qo 170

Ecd = Ecm/’YCE; YcE = 1.2 und Ks =1

Die oben beschriebenen Gleichungen gelten fiir Bewehrungsgrade p > 0.002.
Ist der Bewehrungsgrad p > 0.01 darf folgende Vereinfachung angenommen
werden:

~ 0.3
C1+0.5- Qo
K,=0 (6.37)

(6.36)

C

Sollte die Schlankheit A wihrend der Bemessungsaufgabe noch nicht bekannt
sein, kann

fiy =m-0.3<0.20 (6.38)

angesetzt werden. Die zeigt den Einfluss der charakteristischen
Betondruckfestigkeit f.x auf den Faktor k; und den Einfluss der Schlankheit

A und der einwirkenden bezogenen Bemessungsnormalkraft n auf den Faktor
k.
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Abbildung 6.9: Verlauf von k; und ks in Abhéngigkeit von fe bzw. A und n

6.4 Bauteilverhalten, Vergleich der Verfahren

In einer Parameterstudie wurden die Traglasten zahlreicher Bauteile unter-
schiedlicher Betongiiten, Bewehrungsgrade, Bewehrungsausfithrungen (schlaff
bewehrt, vorgespannt, RE2, RE4), Schlankheiten und Lastausmitten systema-
tisch ermittelt. Die Berechnung der Traglasten erfolgte nach Theorie II. Ord-
nung unter Beriicksichtigung der physikalischen Nichtlinearitdt und der Zug-
versteifung. Ziel der Parameterstudie war es eine Datenbasis zu generieren, die
unter anderem folgende Fragen beantworten kann:

e In welchem Maf} beeinflussen Betongiite, Bewehrungsgrad und Vorspan-
nung die Traglast?

e Wie grof} ist die Abweichung rechnerischer Traglasten zum Zeitpunkt
t = oo bei Berechnungen mit effektiven Steifigkeiten (Eeg = 1/(1 + ¢))
bzw. mit der Zeitschrittmethode?

¢ Gibt es einen zusétzlichen Einfluss des Schwindens auf die Traglast?

e Wie stark nimmt die Traglast durch zeitliche Effekte ab?

o Wie verhalten sich die Bemessungslasten aus einer nichtlinearen Berech-
nung zu jenen mit dem Nennkriimmungs- bzw. Nennsteifigkeitsverfahren?
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Berechnungsgrundlagen

Die nichtlinearen Berechnungen erfolgten zum Teil mit dem von [Pfeiffer| (2004))
entwickeltem Programm Stab2dNL als auch einer im Zuge dieser Arbeit in
MATLAB® programmierten Berechnungsroutine. Sie erlaubt die Berechnung
von Stabtragwerken unter Berticksichtigung der geometrischen und materiellen
Nichtlinearitdt. Zusédtzlich kénnen zeitliche Effekte mittels der Zeitschrittme-
thode beriicksichtigt werden. Die Berechnung am Querschnitt ist in
die Erweiterung auf Bauteile (Systeme) in beschrieben. Zusétzlich
zu den nichtlinearen Berechnungen wurden die Bemessungstraglasten mit dem
Nennkriimmungs- und Nennsteifigkeitsverfahren ermittelt.

Die Tabellen [6.2] bis [6.4] zeigen die variierten Parameter der Studie. Der hier
angefiithrte Beton C150 @D entspricht einem mit 2 Vol.-% Stahlfasern
bewehrten UHPC. Durch die Zugabe von Fasern wird die Zugtragfahigkeit
immens verbessert. Fiir die nichtlineare Berechnung wurde die angesetzte Zug-
festigkeit vereinfachend bis zu einer Dehnung von 10 %o konstant gehalten. Im
Bereich der Dehnung 10 %o bis 50 %o folgt eine lineare Entfestigung. Bei Deh-
nungen iiber 50 %o konnen keine Spannungen mehr {ibertragen werden. Fiir
Querschnittsnachweise im Grenzzustand der Tragfahigkeit wurde die Zugfes-
tigkeit in der GroBe von 4.67 N/mm? angerechnet. Bei den Betongiiten C30/37
und C90/105 wurde die Zugfestigkeit nur fiir die nichtlineare Ermittlung der
Schnittgrofen angesetzt. Die enthélt eine detaillierte Anfiihrung
der in der Studie angesetzten Materialkennwerte.

Die Geometriedaten der untersuchten Querschnitte kénnen den Tabellen [6.6]

und und der entnommen werden. RE2 steht fir einen
Rechteckquerschnitt mit Zug- und Druckbewehrung, RE4 fiir einen Rechteck-

querschnitt mit gleichméfig angeordneter, rundum laufender Bewehrung.

RE2 RE4 L dy
: L] : o e : :/. - % ?\] (] L] L] L] L] T
S 1
’Q ’Q . Ll
. LN ] L ] é: g r ’
2.0 0. 0.0.0 0.0 0 T @ . L) L) L) L) L]
N
b b

Abbildung 6.10: Querschnitte der Parameterstudie
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Tabelle 6.2: Eingangsparameter - nicht vorgespannte Bauteile, Querschnitt

RE2
Lagerung A Beton Stahl Ps €0,0b €0,un
(-] (-] (-] (-1 [%]  (Kopf) (Fub)
Euler 2 0 C30/37 B550B 1  2.00-hgs® 1.00-eop
—s—&t 40 090105 4 1.00-hos®  0.50-eqn”
80 C150 (pr=2%) 0.50-hgs  0.00-eqn°
120 0.25-hgs —0.50-eop”
160 0.00 - hgs
200

2 nur bei ps =4 %
Y nur fiir die Betongiiten C30/37 und C90,/105

Tabelle 6.3: Eingangsparameter - vorgespannte Bauteile, Querschnitt RE2

Lagerung A Beton Stahl Pstp  Ocp/fex €0,0b €0,un
(-] (-] (-] (-] (%] (-] (Kopf)  (Fuf)
Euler 2 0 C90/105 B550B 1 0.05* 2.00- hqs €ob
40 + 4 0.12>  1.00- hqs
80 St1570/1770 0.20°¢ 0.50 - hqs
120 0.25- hqs
160 0.00 - hqs
200

2 bei psyp =1 % und psyp =4 %
b nur bei ps+p=1%
¢ nur bei psyp =4 %

Tabelle 6.4: Eingangsparameter - nicht vorgespannte Bauteile, Querschnitt

RE4
Lagerung A Beton Stahl ps  eoob (Kopf) egun (FuB)
(-] -1 [-] -] [%] (-] [-]

Euler 2 0 C30/37 B550B 4 2.00- hqs 1.00 - eop

40 8  1.00-has

80 0.50 - hqs

120 0.25- hqs

160 0.00- hqs

200
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6.4 Bauteilverhalten, Vergleich der Verfahren

Tabelle 6.6: Geometrie der Querschnitte RE2

RE2
hQs/st 50/50 [cm]
Ps+p 1 4 [%]
Ocp/ fex 0.00 0.05 0.12 0.00 0.05 02 [-]
ds11 5.5 5.5 - 5.5 5.5 55 [cm]
ds12 - - - 8.5 8.5 - [em]
ds22 - - - 8.5 8.5 - [em]
ds11 5.5 5.5 - 5.5 5.5 5.5 [cm]
dp1 - 5.5 5.5 - 8.5 85 [cm]
dp> - 5.5 5.5 - 8.5 8.5 [cm]
As 24.75 14.85  0.00 96.15  84.9 51.15 [cm?]
Ay 0.00 9.90 2475 0.00 11.25 45.00 [cm?]
Asip 24.75 2475 24.75 96.15 96.15 96.15 [cm?]

Tabelle 6.7: Geometrie der Querschnitte RE4

RE4

hQs/st 50/50 [cm]
Ps+p 4 8 [%]
Oep/ fex 0.00 0.00 [-]
ds1 5.5 5.7 [cm]
ng 20 20 [cm]
As 96.15 185.2 [cm”]
A, 0.00 0.00 [cm?]
Asip 96.15 185.2 [cm?]

Die Imperfektion wurde in Form einer parabelférmigen Vorverformung der Bau-
teile angesetzt. Der Stich e; der Parabel in Bauteilmitte wurde auf Grundlage

der ermittelt. Die berechneten Werte von e; konnen der

[e 6.8 entnommen werden.

Tabelle 6.8: Stabléngen und Imperfektionen der Bauteile

Schlankheit A 40 80 120 160 200
Eulerfall 2 l 58 11.6 17.3 231 289 [m]
ei 120 193 289 385 482 [mm]

Bei der nichtlinearen Berechnung wurden die Mittelwerte der Materialkennwer-
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6 Bemessung

te nach der angesetzt. Die Traglast Ny, ergab sich somit entweder
durch Erreichen der mittleren Querschnittstragfihigkeit (Spannungsproblem n.
Th. II. Ordng.) oder durch den Stabilitdtsverlust (Ngmy = Ny, Stabilitdtspro-
blem n. Th. II. Ordng.). Die Bemessungstraglast wurde in Ubereinstimmung
mit der ON-B1992-1-1| (2011)) ermittelt. Grundsétzlich wird die Bemessungs-
traglast durch den Schnittpunkt der Einwirkungskurve mit dem Querschnitts-
widerstand auf Bemessungsniveau bestimmt (Ngq = Ngq,1). Nach dem nationa-
len Anhang (ON-B1992-1-1|(2011))) muss sichergestellt werden, dass der Stabi-
litdtsverlust mindestens um das 1.3-fache von der Bemessungstraglast entfernt
ist. Es gilt:

N
NEq,2 = min (NEd,l, 1;) (6.39)

Die zeigt die Ermittlung der Bemessungsnormalkraft anhand
eines Beispiels in M-N-Darstellung. Der Stabilitdtsverlust tritt hier mit dem

Flielen der Bewehrung ein. Dadurch liegt der Punkt b nahe dem mittleren
Querschnittsversagen Ry,.

C30/37 - ps = 4%, A =80
€ob = hQS/27 €un = €ob

N [MN]

0
0 0204 060810121416
M [MNm]

Abbildung 6.11: Definition von Ngq1 und Ngq2 nach [ON-B1992-1-1| (2011)

Beriicksichtigung von Kriechen und Schwinden

Fir die Berticksichtigung der Kriechauswirkungen wurden folgende Annah-
men getroffen: Das Verhiltnis stdndiger Lasten zu verédnderlichen Lasten be-
tragt Gy : Qx = 60% : 40%. Die Gesamtlast, die sich aus dem stédndigen und
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6.4 Bauteilverhalten, Vergleich der Verfahren

dem verdnderlichen Lastanteil zusammensetzt, wirkt bei jedem Bauteil im glei-
chen Kréafteangriffspunkt. Zusétzlich wird angenommen, dass 100 % der ver-
dnderlichen Lasten im Grenzzustand der Tragfdhigkeit in voller Grofle wir-
ken (¢9 = 1.0) und 30 % der veranderlichen Lasten stdndig vorhanden sind
(12 = 0.3). Somit ergeben sich gemaf |ON-EN1990| (2013) folgende mittlere
Teilsicherheitsbeiwerte:

Teilsicherheitsbeiwert ysq :
¥sa= 2 Giei 16,5+ Qier v + 2 Qi vaii- Yo
j21 i>1

=0.6-1.35+04-1.5=141~14 (6.40)

Teilsicherheitsbeiwert s :
V2=, Grj+ Y, Qui-th2i=0.6+04-03=0.72 (6.41)

j>1 i>1

Hier sind vgq der Abstand der charakteristischen Einwirkung zum Bemessungs-
wert und 7, der Abstand der quasi-stindigen Einwirkung zum charakteristi-
schen Wert. Unter den getroffenen Annahmen ergibt sich die quasi-stindige
Last zu 51.4 % der Bemessungslast (0.72/1.4 = 0.514). Dieser Faktor wurde zur
Ermittlung der effektiven Kriechzahl e (t,t0) = 0.514 - p(t,t0) verwendet. Die
jeweils mit der gestreckten Arbeitslinie ermittelte Bemessungstraglast Ngq o
wurde verwendet, um das quasi-stdndige Lastniveau fiir die Berechnung nach
der Zeitschrittmethode festzulegen.

Im Falle vorgespannter Bauteile wurde angenommen, dass die gesamte Vor-
spannkraft gleichzeitig mit der stdndigen Last aufgebracht wird. Somit gelten
sowohl fiir die Vorspannung als auch fiir die kriechwirksamen Lastanteile die
gleichen Kriechintervalle.

Die Ermittlung der Kriech- und Schwindzahlen erfolgte nach der|[ON-EN1992-1-
1/ (2011)). Fiir die Bestimmung der Kriechzahlen wurde das Erstbelastungsalter
des Betons mit 28 Tage festgelegt.

Die Schwindzahlen enthalten die Dehnung e.q infolge Trocknungsschwinden
und die Dehnung e., aus dem autogenen (chemischen) Schwinden mit den
Dehnungsanteilen e.q und ., nach den Gleichungen und Allen Be-
tongiiten wurde Zement der Klasse N zu Grunde gelegt (cgs1 = 4, agse = 0.12).
Fiir die Berechnung wurde angenommen, dass nur 50% der autogenen Schwind-
dehnungen zu Zwangsspannungen im bewehrten Beton fiihren:

€es = €cd + 0.50 -£cq (6.42)
——

Annahme
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6 Bemessung

6.4.1 Auswirkungen verschiedener EinflussgroBen und
Berechnungsansatze auf die Ergebnisse nichtlinearer
Berechnungen

Einfluss der Betongiite und des Bewehrungsgrades auf die Traglast

Die Traglast eines mit einer Drucknormalkraft beanspruchten Stabes kann
durch zwei Versagensarten bestimmt werden.

Eine Versagensart stellt das Materialversagen dar. Das sogenannte Spannungs-
problem Theorie II. Ordnung wird mafigebend, je kleiner die Schlankheit einer
Stiitze wird.

Bei kleiner Lastexzentrizitdt e; wird das Spannungsproblem durch das Beton-
versagen (Druckbruch) bestimmt. In diesen Féallen kann die Traglast effektiv
durch VergroBlerung der Betondruckfestigkeit gesteigert werden. Fiir den Grenz-
fall des zentrisch gedriickten Stabes mit der Schlankheit A = 0 (Querschnitts-
betrachtung) und dem Bewehrungsgrad ps = 0 % entspricht das Steigerungspo-
tential genau dem Verhéltnis der Druckfestigkeiten. Das Steigerungspotential
nimmt mit wachsender Schlankheit ab. Die durchgezogenen Linien der
zeigen die mogliche Traglaststeigerung durch Erhohung der Beton-
druckfestigkeit bei kleinen Lastausmitten und sinkender Schlankheit, wo das
Versagen durch die Betonfestigkeit bestimmt wird. Durch zusétzliche Vergro-
Berung des Bewehrungsgrades (gestrichelte Linien) kann die Traglast nochmals
gesteigert werden. Diese Mafinahme ist aber aufgrund des geringeren tibertrag-
baren Druckkraftanteils der Bewehrung im Vergleich zum Druckkraftanteil der
Betonfliche weniger effektiv als die Erhéhung der Betondruckfestigkeit.

Steigt die Lastausmitte e; gewinnt das Stahlversagen (Zugbruch) an Bedeu-
tung. Hier wird die Tragfidhigkeit effektiv durch die VergroBerung des Beweh-
rungsgrades erhoht. Die verdeutlicht dies durch den Vergleich
der durchgezogenen Linien (Erhohung der Druckfestigkeit) mit den gestrichel-
ten Linien (Vergroflerung des Bewehrungsgrades) im Bereich der Schlankeiten
A =0 bis A = 40. Im Falle einer Schlankheit A > 40 und der Lastausmitte
e1 = 0.50 - h + ¢; kann ein Bauteil mit einem C30/37 und ps = 4 % &hnliche
Traglasten iibertragen wie ein Bauteil mit einem C150 und ps =1 %.

Eine weitere Versagensart stellt der Stabilitdtsverlust dar. Da bei diesem Ver-
sagensmodus die Grenzspannungen des Materials nicht erreicht werden, beein-
flusst die vorhandene Druckfestigkeit das Versagen nicht. Die Steifigkeit ist hier
eine entscheidende Kenngrofle.
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Abbildung 6.12: Einfluss von Betongiite, Bewehrungsgrad und Schlankheit auf
die Traglast bei einer Lastausmitte e; = e; (Bild (b): Referenz
C30/37 - ps=1%)
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Abbildung 6.13: Einfluss von Betongiite, Bewehrungsgrad und Schlankheit auf
die Traglast bei einer Lastausmitte e; = 0.50 - h +¢; (Bild (b):
Referenz C30/37 - ps =1 %)
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Bei Stabilitdtsversagen und geringen Lastausmitten kénnen Bauteile ohne auf-
tretende Rissbildung die Standsicherheit verlieren. In solchen Féllen muss die
Biegesteifigkeit im Zustand I erhoht werden, wenn die Traglast gesteigert wer-
den soll. Wird angenommen, dass die Geometrie des Bauteils (hqs,bgg) nicht
gedndert werden soll, kann die Biegesteifigkeit des ungerissenen Zustands ent-
weder durch Erhéhung der Betongiite (hoherer E-Modul) und/oder durch Ver-
groferung des Bewehrungsgrades (grofierer Steiner-Anteil am Triagheitsmoment)
erhoht werden. Zu erkennen ist dies bei den grofien Schlankheiten (A > 120) in

der [ADDildung .12

Ist die Lastausmitte grofl und liegt Stabilitédtsversagen vor, so ist die Rissbil-
dung ein mafigebender Faktor der Tragfdhigkeit. Die Steifigkeit im Zustand II
und somit auch die Tragfdhigkeit kann durch Bewehrung erhéht werden (sie-
he . Auch die zusétzliche Zugabe von Faserbewehrung wirkt
hier positiv dem Standverlust entgegen. Eine weitere (zusétzliche) Mafinahme
stellt die zentrische Vorspannung dar. Sie wird im folgenden Unterabschnitt
betrachtet.

Einfluss der Vorspannung auf die Traglast

Zentrische Vorspannung reduziert die Drucktragfdhigkeit, verzogert aber gleich-
zeitig die Rissbildung und somit auch eine iiberproportionale Verformungszu-
nahme. Eine Traglaststeigerung ist die Folge. Am Beispiel einer Stiitze der
Schlankheit A = 100 mit einem Bewehrungsgrad p, = 4 % und einer Lastex-
zentrizitdt e; = hqg/6 (e; = 0), siche kann dies nachvollzogen
werden. Um den Fokus auf das Wesentliche zu richten, wurde hierbei auf die
Angabe von Zahlenwerten fiir M und N verzichtet. Das Steigerungspotenti-
al ist umso hoéher, je grofier die Schlankheit und die Lastausmitte ist (siehe
Abbildung 6.15)). Bei hohen Schlankheiten und kleinen Lastausmitten ist das
Steigerungspotential durch Vorspannung sehr klein. Der Grund: Je schlanker
ein Bauteil ist und je kleiner die Lastausmitte wird, desto weiter entfernt sich
der M-N-Punkt beim Stabilitdtsverlust (Np) vom Querschnittsversagen. In
Extremféllen tritt der Stabilitdtsverlust vor der Rissbildung ein. Hier ist die
Vorspannung absolut wirkungslos!

Der eben beschriebene Extremfall bedeutet im Umkehrschluss jedoch nicht,
dass die Vorspannung bei hochschlanken Stiitzen ohne gewollte Lastausmitte
(eo = 0) immer nutzlos ist. Im Hochbau erfreuen sich sogenannte Architektur-
stitzen immer grofer werdender Beliebtheit. Diese Architekturstiitzen iiber-
briicken meist einige Stockwerke und erzielen durch geringe Querschnittshéhen
grofie Schlankheiten. Auch bei modularen Fachwerken, bei denen UHPC-Stébe
durch gegenseitiges verspannen zu Fachwerken zusammengesetzt werden, kén-
nen die Druckstédbe sehr grofie Schlankheiten erreichen (Tue (2010)). Sowohl
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6.4 Bauteilverhalten, Vergleich der Verfahren

bei Architekturstiitzen, als auch bei Fachwerkstidben kann die Lastexzentri-
zitdt e; = eg + e; unter planméBig zentrischer Belastung (e1 = €gmin + € =
2 cm + ¢;) grofer als die Kernweite des Querschnitts sein. Die hier angefiihr-
te Mindestausmitte von 2 cm wird in der |ON-EN1992-1-1| (2011) gefordert
(e0,min = min(h/30,2 cm)).
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Z Ay
.7 N 1)1
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(a) Gesamter Bereich (b) Detailbereich

— 0ep=0 — 0cp =0.05fx — 0cp =0.20fk ---- Dekompression

Abbildung 6.14: Einfluss der Vorspannung am Beispiel einer Stiitze (A = 100,
Ps = 4 %, €; = 0, €o = hQs/G)
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Abbildung 6.15: Rechnerische Traglaststeigerung durch Vorspannung

Die [Abbildung 6.16| zeigt, dass dies (abhéngig von der Knickldnge) durchaus

schon bei einer Schlankheit von 75 der Fall sein kann. In diesen Fallen kann
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die Traglast durch die Anwendung der Vorspannung gesteigert werden. Hier ist
ebenfalls erkennbar, dass im Falle einer geschosshohen Stiitze (lp = 4 m) die
Schlankheit nach oben hin durch die Querschnittshche limitiert ist. Stiitzen
mit Querschnittshéhen unter 10 cm sind im Stahlbetonbau kaum mehr sinnvoll
realisierbar.

2.0

5 Ngq
hqs = hqs =
16 /10.6 cm/13.8 cm

o *
12 / / / Re@iil

[/
. /

€0,0b

61/]{2

/ <
+ &

0.4 s — Lp=40m €ore

=69.2 cm
ffhg: =34.6 cm — Lp=80m
0 hQS =103.8 cm J— LO =120m
0 50 100 150 200 250 A o
,un
A

Abbildung 6.16: Lastausmitte e; mit Bezug auf die Kernweite k = hqg/6 des
Querschnitts in Abhédngigkeit der Schlankheit und der Knick-

lange. (€g = €0,min = min(h/30,2 cm), e; gem. [Gleichung 6.4))

Die Abbildungen [6.17] und [6.18] zeigen die Verhéltnisse der Traglasten vorge-
spannter Stiitzen (Nrm,n,) zu nicht vorgespannten Stiitzen (Nrm). Durch ge-
ringe Vorspannung (o¢p, = 0.05 - fex) lassen sich bei kleinen Bewehrungsgraden
schon beachtliche Traglaststeigerungen (bis zu 70 %) realisieren. Dieses Poten-
tial ist durch hohere Vorspannung weiter steigerbar. Eine mit ps = 1 % bewehrte
Stiitze, einer Lastausmitte e; von 0.5-h+e; und einer Schlankheit A = 200 kann
bei 2.4-facher Vorspannkraft (ocp = 0.12- fa) im Vergleich zur 0.05 - fq vorge-
spannten Stiitze nur die 1.4-fache Traglast {ibertragen (siehe Abbildungen
und blaue Kurve). Hier ist zu erkennen, dass die Traglaststeigerung un-
terproportional zur Vorspannkraft verhélt. Dieses Verhalten kann leicht erklért
werden. Mit steigender Vorspannung nihert sich die Last der Rissbildung der
Knicklast an. Die hochste Wirkung der Vorspannkraft ist dann erreicht, wenn
die Knicklast mit der Erstrisslast zusammenfillt. Eine weitere Steigerung der
Vorspannkraft bewirkt dann keine Traglaststeigerung mehr. Vielmehr nimmt
die Traglast dann wieder ab, weil sehr hohe Vorspannkrafte durch die materi-
elle Nichtlinearitdt das Bauteil aufweichen, also die Biegesteifigkeit reduzieren.
Durch Vorspannen ist auch bei hoch bewehrten Querschnitten eine Traglast-
steigerung erzielbar. Sie fillt aber aufgrund der grofleren Biegesteifigkeit im
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Zustand II weniger effektiv aus.

C90/105 - p=1% - 0ep = 0.05fac  C90/105 - p = 1% - 0cp = 0.12fu

25 25
/
5 20 5 20
SB[ 2150/
g // g /
<10 —1 “ 10 S —
0.5

0.5
0 40 80 120 160 200 0 40 80 120 160 200
A A

—60:2h —eozh —eozh/2 _60:}1/4 —60:0

Abbildung 6.17: Auswirkung der Vorspannung auf die Traglast (p =1 %)
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Abbildung 6.18: Auswirkung der Vorspannung auf die Traglast (p =4 %)

Weiter ist anzumerken, dass hochschlanke Fertigteilstiitzen in der Regel vorge-
spannt werden, um die Rissgefahr beim Transport und der Montage zu vermei-
den. Diese Vorspannung kénnte im Nachweis der Tragfdhigkeit beriicksichtigt
werden und somit die Leistungsfdhigkeit dieser Bauteile erhohen.
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Auswirkungen von Kriechen und Schwinden auf die Traglast

Kriechen und Schwinden des Betons haben einen Einfluss auf das Tragverhal-
ten. Durch das Kriechen vergréfern sich die Verformungen unter standiger Be-
lastung. Dadurch hat das Kriechen in Systemen mit einwirkender Normalkraft
auch einen Einfluss auf die Abtriebskréifte und die Momentenbeanspruchung.
Durch das Schwinden entstehen bei bewehrten Querschnitten infolge der Ver-
formungsbehinderung Zwangszugspannungen im Beton. Diese fithren zu einer
fritheren Rissbildung. Die damit verbundene Steifigkeitsreduktion reduziert die
Traglast. Die Abbildungen [6.19] und [6.20] zeigen den quantitativen Einfluss von
Kriechen und Schwinden in Abhéngigkeit der Betongiite, des Bewehrungsgra-
des, der Lastausmitte und der Schlankheit bei nicht vorgespannten Stiitzen.
Die Abbildungen und spiegeln den Einfluss bei vorgespannten Stiit-
zen wieder. Hier wird die Betongiite konstant gehalten und der Vorspanngrad
variiert. Die Ergebnisse beider Abbildungen wurden mit der Zeitschrittmethode
ermittelt. Folgendes ist erkennbar:

o Mit steigender Schlankheit nimmt der Einfluss des Kriechens auf die Trag-
last zu.

o Mit steigender Lastausmitte eg4; und der damit verbundenen Rissbildung
nimmt der Einfluss des Kriechens auf die Traglast ab. Dies ist auf den
unterschiedlichen Einfluss von Kriechen im Zustand I und II zurtickzu-
fiihren.

e Bei hohen Bewehrungsgraden und kleinen Schlankheiten kénnen durch
Kriechen rechnerisch hohere Traglasten erreicht werden, als zum Zeit-
punkt ¢g. Das liegt daran, dass durch das Kriechen ein zusétzlicher Stahl-
kraftanteil lukriert werden kann.

¢ Der Einfluss des Schwindens auf die Traglast nimmt mit steigender Schlank-
heit zu.

e Bei den betrachteten Bauteilen der Parameterstudie scheint der Einfluss
des Schwindens auf die Traglast bei kleinen Bewehrungsgraden gréfer
zu sein als bei hoheren Bewehrungsgraden. Dies erscheint kurios, da doch
mit steigendem Bewehrungsgrad auch die Zwangszugspannung steigt. Der
Grund fiir das festgestellte Verhalten bei Stiitzen ist der prozentual nied-
rigere Steifigkeitsverlust beim Ubergang in den Zustand II bei héheren
Bewehrungsgraden.

o Die Traglast wird durch Kriechen um ca. 10-20 % reduziert.

o Die zusétzliche Beriicksichtigung des Schwindens reduziert die Traglast.
Bei geringen Bewehrungsgraden und groflen Schlankheiten kann die Re-
duktion bis zu 50 % betragen. Dieser hohe Wert ist sehr unerwartet.
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e Durch Vorspannung kann der Einfluss des Schwindens auf die Traglast
reduziert werden. Hierfiir reichen schon geringe Vorspanngrade von o, =

0.05- fex aus.
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Abbildung 6.19: Einfluss von Kriechen und Schwinden auf nicht vorgespannte
Stiitzen (C30/37)
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Abbildung 6.20: Einfluss von Kriechen und Schwinden auf nicht vorgespannte
Stiitzen (C90/105)
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Abbildung 6.21: Einfluss von Kriechen und Schwinden auf vorgespannte Stiit-
zen (C90/105, p=1 %)
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Abbildung 6.22: Einfluss von Kriechen und Schwinden auf vorgespannte Stiit-
zen (C90/105, p=4 %)

Der Einfluss von Kriechen und Schwinden an einer konkreten Stiitze kann den
Abbildungen und entnommen werden. Als Anschauungsbeispiel wur-
de ein doppelt gelenkig gelagerter Druckstab mit einer Schlankheit A = 200
aus einem C30/37 mit einem Bewehrungsgehalt ps = 1 % gewihlt. Die gewollte
Lastausmitte ey betrdgt 0 cm, die Imperfektionsexzentrizitét e; in Stabmitte
4.82 cm. Die von der ON-EN1992-1-1] (2011)) geforderte Mindestexzentrizitét
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€o,min = 2 cm wurde nicht angesetzt. Zeitliche Effekte wurden mit der Kriech-

zahl ¢ = 2.3 und der Schwinddehnung e.s = —0.407 %o geméf [Tabelle 6.5 be-
riicksichtigt. Als effektive Kriechzahl ergab sich somit pg = 0.514-2.3 = 1.18.
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Abbildung 6.23: Einfluss von Kriechen und Schwinden auf die Traglastkurve
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Abbildung 6.24: Tragverhalten (M-N-Darstellung) und Steifigkeitsverlaufe

Hier ist deutlich erkennbar, dass die Stiitze durch das Schwinden friiher in den
gerissenen Zustand iibergeht und die Traglast dadurch wesentlich verringert
wird. Die Abbildungen [6.25] und zeigen die Dehnungs- und Spannungs-
zustinde an drei markanten Lastzustinden der Stiitze. In der
ist der alleinige Einfluss des Kriechens, in der der kombinier-

ten Einfluss von Kriechen und Schwinden ersichtlich. Im direkten Vergleich
der Traglastkurve unter alleiniger Beriicksichtigung des Kriechens (dunkelblaue
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Kurve) mit jener unter zusétzlicher Berticksichtigung des Schwindens (hellblaue

Kurve) in den Abbildungen und wird deutlich, welchen grofien Anteil
die Eigenzugspannung des Schwindens einnehmen kann.
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Abbildung 6.25: Dehnungs- und Spannungsverteilung bei drei markanten Last-
stufen (ZSM - cr)
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Abbildung 6.26: Dehnungs- und Spannungsverteilung bei drei markanten Last-
stufen (ZSM - cr+shr)
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6.4.2 Vergleich der Traglasten von Zeitschrittverfahren und
Methode effektiver Steifigkeiten

Durch das Kriechen nehmen die Verformungen unter stdndig wirkenden Lasten
mit der Zeit zu. Die Traglast nimmt somit mit der Zeit entsprechend ab (sie-
he Abbildung und [6.24). In den aktuellen Regelwerken (ON-EN1992-1-1
(2011), DIN-EN1992-1-1] (2011)), (CEB-fib| (2013)) ist es zuldssig, die Auswir-
kungen des Kriechens am Bauteil vereinfacht durch das Strecken der Druckar-
beitslinie des Betons zu beriicksichtigen. Hierbei wird der E-Modul auf einen ef-
fektiven Wert Ecm eff = 1/(1+ @er) reduziert. Die effektive Kriechzahl peg(t, to)
errechnet sich aus dem Verhéltnis des quasi-stdndigen Lastanteils zur Bemes-
sungslast. Diese Vorgehensweise ist mechanisch nicht korrekt, da das Bauteil-
verhalten bei dieser Methode von Beginn des Last-Verformungs-Pfades an wei-
cher ist. Da die Kriechzahlen groflen Streuungen unterworfen sind, wird diese
Vorgehensweise jedoch als ausreichend genau angesehen. Durch die Einfithrung
von Zeitschritten kann das zeitabhéngige Verhalten von Bauteilen mechanisch
konsistent beschrieben werden, da die Steifigkeiten bei diesem Berticksichti-
gungsmodell nicht manipuliert werden.

Die Abbildungen [6.27] bis [6.30] zeigen den Einfluss der Modellqualitéit zur Be-
schreibung der Kriechauswirkungen auf die rechnerische Traglast. Hierbei sind
die Verhéltniswerte der Traglasten aufgetragen (Zeitschrittmethode: NéiM'”,

Methode mit effektiven Steifigkeiten Nrg{ﬁlL).

Bei schlaff bewehrten Bauteilen kann die mit der Zeitschrittmethode ermittelte
Tragfiahigkeit bis zu 45 % hoher sein. Der Unterschied nimmt mit anwachsender
Lastausmitte eg1; ab, da der Einfluss des Kriechens abnimmt. Bei vorgespann-
ten Stiitzen ist ein dhnliches Muster erkennbar.
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Abbildung 6.27: Vergleich - Zeitschrittmethode (nur cr) mit der Methode mit
effektiven Steifigkeiten (C30/37)
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Abbildung 6.28: Vergleich - Zeitschrittmethode (nur cr) mit der Methode mit
effektiven Steifigkeiten (C90/105)
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Abbildung 6.29: Vergleich - Zeitschrittmethode (nur cr) mit der Methode mit
effektiven Steifigkeiten (C90/105, vorgespannt, p =1 %)
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Abbildung 6.30: Vergleich - Zeitschrittmethode (nur cr) mit der Methode mit
effektiven Steifigkeiten (C90/105, vorgespannt, p =4 %)

6.4.3 Vergleich des Nennkriimmungsverfahrens mit der
nichtlinearen Berechnung

Vergleich der Bemessungsnormalkraft Ngq1 der nichtlinearen Berechnung
mit dem Nennkriimmungsverfahren ohne Beriicksichtigung des Kriechens

Im Zuge der Parameterstudie wurden die Bemessungslasten neben nichtlinearen
Berechnungen auch mit Hilfe des Nennkriimmungs- und des Nennsteifigkeits-
verfahrens ermittelt. Wie am Beginn dieses Kapitels gezeigt, benutzt das Nenn-
kriitmmungsverfahren einige Vereinfachungen, um die Bemessung normalkraft-
beanspruchter und stabilitdtsgefahrdeter Bauteile praktikabel zu halten. Nach
den in [Unterabschnitt 6.3.1] hergeleiteten Beziehungen sollte das Nennkriim-
mungsverfahren mit abnehmender Lastausmitte und mit zunehmender Schlank-
heit grofler werdende, aber auf der sicheren Seite liegende Abweichungen liefern.
Dies gilt es zu iiberpriifen.

In den Abbildungen @ bis @ wird die Bemessungsnormalkraft Ngq, mit
dem Ergebnis des Nennkriimmungsverfahrens (NKV) verglichen. Die Kraft
NEq,1 steht hier fiir den Schnittpunkt der nichtlinear ermittelten Einwirkungs-
kurve mit dem Querschnittswiderstand auf Bemessungsniveau Rq (siehe
. Jedes Diagramm stellt den Vergleich fiir eine Betongiite und einen
Bewehrungsgrad dar. Die zeigt die Ergebnisse fiir den rundum
bewehrten Querschnitt RE4 mit ps = 4 % und ps = 8 %. Weiter ist in jedem
Diagramm der Vergleich fiir die zwei Grenzfille sinusférmige Kriimmungsver-
teilung (¢ ~ 10) und konstante Kriimmungsverteilung (¢ = 8.0) dargestellt.
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Je grofer die Lastausmitte wird, desto ndher liegt die tatsdchliche Krimmungs-
verteilung am Grenzfall der konstanten Verteilung, der bei einer unendlich
groflen Lastausmitte erreicht wére. In der Parameterstudie wurde bei der Er-
mittlung von 1/rg = 2 - eya/asisir des Nennkriimmungsverfahrens fir den Ab-
stand agpg11 der tatsdchliche Abstand der Zug- zur Druckbewehrung angesetzt.
Die |[ON-EN1992-1-1] (2011)) gibt hierfiir ndherungsweise aspsi1 = 0.9 - d an. Fol-
gendes konnte festgestellt werden:

e Die Abweichungen auf der sicheren Seite nehmen beim NKV mit zuneh-
mender Schlankheit zu.

e Bei hoherem Bewehrungsgrad sind diese Abweichungen geringer als bei
einem niedrigen Bewehrungsgrad.

e Das Verfahren zeigt keine signifikanten Unterschiede bei der Anwendung
flr faserbewehrten ultrahochfesten Beton.

e Auch bei rundum bewehrten Querschnitten (RE4) bleibt das NKV bei
steigender Schlankheit auf der sicheren Seite.
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Abbildung 6.31: Vergleich - Ngq,; der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C30/37 - ey = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.32: Vergleich - Ngq1 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C90/105 - ey = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.33: Vergleich - Ngq,1 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C150 - ey = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.34: Vergleich - Ngq,; der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE4 - C30/37 - eg = konst., ohne cr)

Vergleich der Bemessungsnormalkraft Ngq2 der nichtlinearen Berechnung
mit dem Nennkriimmungsverfahren ohne Beriicksichtigung des Kriechens

Die|ON-B1992-1-1|(2011)) fordert bei nichtlinearen Berechnungen, dass das Sta-
bilitdtsversagen bei einer um mindestens 30 % hoheren Druckkraft als der
Bemessungslast zu liegen kommt. Aus dieser Forderung ergibt sich die Be-
messungslast gemif der [Gleichung 6.39] zu Ngqo = min(Ngq,1, Np/1.3) (sie-
he [Abbildung 6.11). In den Abbildungen und bis wird das Nenn-
kriimmungsverfahren mit der Bemessungsnormalkraft Ngqo verglichen. Hier
ergibt sich grundsétzlich ein dhnliches Bild, wie beim Vergleich mit der Be-
messungsnormalkraft Ngq 1, nur mit dem Unterschied, dass die Abweichungen
auf der sichereren Seite liegend geringer sind. Bei manchen Kombinationen von
Schlankheit und Lastausmitte ergeben sich mit dem Nennkriimmungsverfahren
sogar groflere Bemessungslasten als bei der nichtlinearen Berechnung mit Ngq 2.
Erstaunlicherweise trifft dies besonders oft bei kleinen bis méfiigen Schlankhei-
ten (A =40 bis A = 80) mit steigender Lastausmitte (eg > 0.25-h) zu. Der Fehler
auf der unsicheren Seite betragt bei den hier betrachteten Bauteilen ca. 10 %
(C90/105 - ps =1 %, A =40, eg = 0.50 - h). Wird hier vom Standardwert ¢ = 10
der |[ON-EN1992-1-1| (2011)) abgewichen und ein realistischerer Wert fiir die
Volligkeit der Kriimungskurve gewéahlt, kann dieser Fehler minimiert werden.
Bei ¢ = 8 ware die Abweichung auf der unsicheren Seite sogar vernachléssig-
bar. Ebenso verhalten sich rundum bewehrte Querschnitte RE4, wenn hier das
Nennkriimmungsverfahren mit Ngq o verglichen wird. Mit steigendem Beweh-
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rungsgrad (hier ps =8 %) liegen die Ergebnisse des Nennkriimmungsverfahrens
um bis zu 10 % auf der unsicheren Seite.
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Abbildung 6.35: Vergleich - Ngq2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C30/37 - ey = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.36: Vergleich - Ngq2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C90/105 - eg = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.37: Vergleich - Ngq 2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C150 - ey = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.38: Vergleich - Ngq 2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE4 - C30/37 - ey = konst., ohne cr)
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Vergleich der Bemessungsnormalkraft Ngq2 der nichtlinearen Berechnung
mit dem Nennkriimmungsverfahren mit Beriicksichtigung von Kriechen
und Schwinden

Es stellt sich nun die Frage inwieweit sich die Ergebnisse verdndern, wenn
die zeitlichen Auswirkungen mitberiicksichtigt werden. Speziell die Auswirkun-
gen des Schwindens sind interessant, da beim Nennkriimmungsverfahren kein
Schwindansatz vorhanden ist. Die Abbildungen [6.39) und [6.40] zeigen den Ver-
gleich des Nennkriimmugsverfahrens mit der Bemessungsnormalkraft Ngq 2 der
nichtlinearen Berechnung unter Beriicksichtigung des Kriechens. Die zeitlichen
Effekte (Kriechen und Schwinden) wurden mit der Zeitschrittmethode erfasst.
Es ist ersichtlich, dass der Kriechansatz der (ON-EN1992-1-1| (2011)) konservativ
ist. Er wirkt sich nicht negativ auf die Bemessungstraglast aus. Werden die Er-
gebnisse des Nennkriimmugsverfahrens mit der nichtlinearen Berechnung unter
Beriicksichtigung von Kriechen und Schwinden verglichen, ergibt sich ein etwas
anderes Bild. Die Abbildungen [6.41] und [6.42] zeigen bei kleinen Bewehrungsgra-
den mit steigender Lastausmitte ein Defizit des Nennkriimmungsverfahrens.
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Abbildung 6.39: Vergleich - Ngq 2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C30/37 - eg = konst., mit cr)
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Abbildung 6.40: Vergleich - Ngq 2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C90/105 - e = konst., mit cr)
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Abbildung 6.41: Vergleich - Ngq 2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C30/37 - g = konst., mit cr und shr)
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Abbildung 6.42: Vergleich - Ngq2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennkriim-
mungsverfahren (RE2 - C90/105 - ep = konst., mit cr und shr)

6.4.4 Vergleich des Nennsteifigkeitsverfahrens mit der
nichtlinearen Berechnung

Vergleich der Bemessungsnormalkraft Ngq 1 der nichtlinearen Berechnung
mit dem Nennsteifigkeitsverfahren ohne Beriicksichtigung des Kriechens

Die Abbildungen bis zeigen den Vergleich des Nennsteifigkeitsver-
fahrens mit der Bemessungslast Ngq1 der nichtlinearen Berechnung fiir ver-
schiedene Betongiiten, unterschiedliche Schlankheiten und variierende, kon-
stante Lastausmitten. Zeitliche Effekte werden hier nicht beriicksichtigt. Die
co-Werte beim Nennsteifigkeitsverfahren werden auf Basis der Momentenlinie
nach Theorie I. Ordnung ermittelt. Sie konnten fiir jede Schlankheit und zu-
gehorige Lastausmitte genau bestimmt werden. Im Zuge der Parameterstudie
wurden jedoch die hier relevanten Grenzwerte cg = 9.6 und ¢y = 8.0 der Momen-
tenverteilungsfaktoren verwendet, da sie neben Grenzwertbetrachtungen auch
Aufschliisse iber die Empfindlichkeit des Verfahrens gegeniiber gednderter co-
Beiwerte zulassen. Folgendes kann grundséatzlich beobachtet werden:

¢ Wie beim NKV wird auch das NSTV mit wachsender Schlankheit siche-
rer.

e Die Abweichungen auf der sicheren Seite nehmen mit wachsendem Be-
wehrungsgrad stark ab.
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6 Bemessung

e Der Bewehrungsgrad hat einen hohen Einfluss auf das Verfahren, da die
Steiner Anteile der Bewehrung in voller Gréfe in die Biegesteifigkeit ein-
flieBen.

o Mit wachsender Betongiite nimmt der Einfluss der Bewehrung geringfiigig
ab.
Das Nennsteifigkeitsverfahren beriicksichtigt im co-Beiwert die Momentenver-

teilung nach Theorie I. Ordnung. Das Verfahren ist hinsichtlich variierender
co-Beiwerte etwas unempfindlicher als das Nennkriimmungsverfahren.
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Abbildung 6.43: Vergleich - Ngq4,1 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C30/37 - eg = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.44: Vergleich - Ngq4,1 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C90/105 - eg = konst., ohne cr)

C150 - p = 1% C150 - p = 4%
4 7 7 4
e i “/, ’/ 5
P 74 S
& L 2 .z & "1
A - P 2 ]
~ 4 B ~ ==
23 é *‘—// 7z ==
2z 1= 2z 1

0 0
0 40 80 120 160 200 0 40 80 120 160 200
A A
—eg=2h —e=h —ey=h/2 —eg=h/4 — ey =0

=10 -==-c=38

Abbildung 6.45: Vergleich - Ngq4,1 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C150 - eg = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.46: Vergleich - Ngq,; der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE4 - C30/37 - eg = konst., ohne cr)

Vergleich der Bemessungsnormalkraft Ngq2 der nichtlinearen Berechnung
mit dem Nennsteifigkeitsverfahren ohne Beriicksichtigung des Kriechens

Ahnlich wie beim Nennkriimmungsverfahren zeigt auch das Nennsteifigkeits-
verfahren beim Vergleich mit der Bemessungsnormalkraft Ngq 2 Unterbemes-
sungen. Im Unterschied zum NKV sind diese jedoch iiber weitere Bereiche von
Schlankheit und Lastausmitte erkennbar und liegen in der Gréfenordnung von
5-10 %. Speziell bei den Rechteckquerschnitten RE2-C30/37-ps =4 % und den
rundum bewehrten Querschnitten RE4 sind diese besonders hoch. Die Abbil-

dungen bis verdeutlichen dies.
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Abbildung 6.47: Vergleich - Ngq2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C30/37 - eg = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.48: Vergleich - Ngq,2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C90/105 - ey = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.49: Vergleich - Ngq2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C150 - e = konst., ohne cr)
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Abbildung 6.50: Vergleich - Ngq,2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE4 - C30/37 - eg = konst., ohne cr)
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Vergleich der Bemessungsnormalkraft Ngq2 der nichtlinearen Berechnung
mit dem Nennsteifigkeitsverfahren mit Beriicksichtigung von Kriechen und
Schwinden

Kriechen wird konservativ durch die Reduktion des E-Moduls auf einen effek-
tiven Wert Eom eff = Eem/(1 + penr) beriicksichtigt. Deshalb fallt der Vergleich
des Nennsteifigkeitsverfahrens fiir den Zeitpunkt t., mit Beriicksichtigung des
Kriechens nicht so drastisch aus wie fiir den Zeitpunkt ¢y. Die Abbildungen[6.51
zeigen eine maximale Unterbemessung von ca. 5 %. Die Abbildungen [6.53]
und zeigen, dass das Schwinden bei geringen Bewehrungsgraden mit stei-
gender Schlankheit durchaus zu einer Uberschitzung der Bemessungstraglast
mit dem Nennsteifigkeitsverfahren fithren kann.
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Abbildung 6.51: Vergleich - Ngq42 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C30/37 - g = konst., mit cr)
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Abbildung 6.52: Vergleich - Ngq2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C90/105 - eg = konst., mit cr)
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Abbildung 6.53: Vergleich - Ngg2 der n.-1. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C30/37 - eg = konst., mit cr und shr)
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Abbildung 6.54: Vergleich - Ngq2 der n.-l. Berechnung mit dem Nennsteifig-
keitsverfahren (RE2 - C90/105 - eg = konst., mit cr und shr)

6.4.5 Fazit der Parameterstudie

Auswirkungen verschiedener Berechnungsansatze auf die Ergebnisse
nichtlinearer Berechnungen

Der Ansatz, Kriechen durch Strecken der Arbeitslinie zu Beriicksichtigen, ist
konservativ. Der Vorteil dieses Ansatzes liegt an seiner Einfachheit. Im Ver-
gleich zur Zeitschrittmethode, die Kriechen durch beliebig feine Intervalle be-
riicksichtigt, liefert der Ansatz der gestreckten Arbeitslinie deutlich geringere
Traglasten. Schwinden kann im Gegensatz zum Kriechen nur durch die Zeit-
schrittmethode realitdtsnah berticksichtigt werden. Speziell bei Systemen mit
vorwiegender Druckbeanspruchung konnen die Eigenspannungen aus Schwin-
den durch die Druckkréifte iiberdriickt werden. Werden bei solchen Systemen
die Schwinddehnungen vom Beginn des Lastpfades weg in voller Gréfe beriick-
sichtigt, fithrt dies zu einem zu frithen Aufreifien. Dies beeinflusst nicht nur die
Rechenstabilitét, sondern fiihrt auch zu verhéltnisméBig geringen Traglasten.

Vergleich des Nennkriimmungs- und Nennsteifigkeitsverfahrens mit der
nichtlinearen Berechnung

Die beiden vereinfachten Bemessungsverfahren nach der(ON-EN1992-1-1|(2011))
liefern, verglichen mit den Ergebnissen nichtlinearer Berechnungen, iiber ein
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6 Bemessung

breites Anwendungsspektrum akzeptable Ergebnisse. In Anbetracht der getrof-
fenen Vereinfachungen und der grundsétzlichen Komplexitét stabilitdtsgefdhr-
deter Bauteile sind die Verfahren als sehr brauchbar einzuschétzen.

Ein grundsétzlicher Mangel besteht hauptséchlich beim Vergleich dieser Verfah-
ren mit der in der (ON-B1992-1-1|(2011)) enthaltenen Forderung, dass die nichtli-
near ermittelte Bemessungstraglast mindestens um 30 % gesteigert werden kon-
nen muss, bevor ein mogliches Stabilitdtsversagen eintritt (Ngq,2). Die Beur-
teilung, wie weit das Stabilitdtsversagen vom Bemessungszustand entfernt ist,
kann mit den vereinfachten Bemessungsverfahren der [ON-EN1992-1-1| (2011])
nicht getroffen werden. Eine derartige Implementation ist fiir Handrechnungen
auch nur schwer moglich. Ein Ansatz wire, die Bemessungsverfahren auf Mit-
telwertniveau zu fithren und anschliefend um einen globalen Sicherheitsbeiwert
zu reduzieren. Diese Vorgehensweise entspricht im Wesentlichen jener einer all-
gemeinen nichtlinearen Bemessung, womit der Berechnungsaufwand steigt. Der
globale Teilsicherheitsbeiwert miisste so gewahlt werden, dass ein Mindestwert
der Versagenswahrscheinlichkeit erreicht wird. Hierfiir sind umfangreiche pro-
babilistische Studien notwendig.

Im Zuge der Parameterstudie wurden auch tiber die Stablédnge variable Lastaus-
mitten untersucht. Die Ansétze der vereinfachten Bemessungsverfahren zeigen
hinsichtlich variabler Lastausmitten keine signifikanten Schwéchen. Deshalb
werden sie in dieser Arbeit nicht préisentiert.

Die vereinfachten Bemessungsverfahren beriicksichtigen nur Kriechen. Fiir Schwin-
den gibt es keinen Berechnungsansatz. Die Auswertung der Parameterstudie
zeigt, dass der Kriechansatz konservativ ist und dadurch auch fir weite Bereiche
die Auswirkungen des Schwindens abdeckt. Trotzdem gibt es Berechnungsfille,
bei denen Schwinden einen enormen Einfluss auf die Tragfdhigkeit und somit
auch auf die Bemessungslast hat. In der Parameterstudie gelten die Lastaus-
mitten sowohl fiir die stdndige als auch fiir die verdnderliche Last. Dies trifft in
der Baupraxis nicht immer zu und kann ein méglicher Grund fiir den Ausgang
der Ergebnisse sein. Trotzdem sollte gerade bei hochschlanken Bauteilen auf
solche Phénomene geachtet werden.
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Das Tragverhalten von normalkraftbeanspruchten Bauteilen wird mafigeblich
von den Verformungen bestimmt. Die Qualitdt numerischer Verformungsbe-
rechnungen ist neben der ausreichend genauen Beschreibung der Werkstoffei-
genschaften auch vom Grad der Modellierung von Querschnitts- und Systembe-
rechnungen abhéngig. Das widmet sich der Grundlage jeder Berech-
nung, der Beschreibung der Stoffgesetze. Hierbei wird das Druck- und Zugver-
halten konventioneller normalfester Betongiiten gleichermafien behandelt, wie
jenes moderner ultrahochfester Betone. Aufgrund des sproden Materialverhal-
tens hochfester Betone werden diese in der Regel mit Fasern bewehrt. Der Ein-
fluss von Fasern auf das Zugtragverhalten wird daher ebenfalls beschrieben,
wobei einem mechanisch hergeleitetem Modell aus der Literatur der Vorzug
gegeben wird. Zur Werkstoffcharakterisierung zéhlt auch die Beschreibung der
Ursachen und der GréBenordnung von Kriechen und Schwinden. Ergénzend
sind die Materialeigenschaften iiblicher Bewehrungs- und Spannstéhle im Bau-
wesen angefiigt, die nichtlinearen Berechnungen und Bemessungsaufgaben zu
Grunde gelegt werden.

Aufgrund der kleinen Zugfestigkeit von Beton treten bei einem gezogenen Stahl-
betonzugstab die ersten Risse schon bei geringen Lasten auf. Hierbei wird vor-
ausgesetzt, dass die Zugtragfahigkeit durch die Bewehrung bestimmt wird. Das
Last-Verformungs-Verhalten des gezogenen Stahlbetonstabes ist iiber den ge-
samten Traglastbereich wesentlich steifer als jenes der eingelegten Bewehrungs-
stdbe alleine. Zu diesem Verhalten tragt der Verbund zwischen Stahl und Beton
bei, durch welchen die mittlere Stahldehnung zwischen Rissen immer kleiner
als im Riss ist. Zusétzlich nimmt der iiber den Riss iibertragbare Betonzug-
kraftanteil allméhlich mit zunehmender Rissbreite ab. Dieses Verhalten wird
als Zugversteifung bzw. Tension-Stiffening bezeichnet. Ublicherweise erfolgt die
Modellierung des Tension-Stiffenings iiber die Modifikation der Stahl- bzw. Be-
tonarbeitslinie auf Zug. Beide Modelle sind zwar einfach zu entwickeln, haben
aber den Nachteil, dass die Spannungsverteilung iiber die Querschnittshohe
nicht realitdtsnah beschrieben wird. Dies kann bei druckbeanspruchten Bau-
teilen, wo die Rissbreiten im gerissenen Zustand durch die Normalkraft klein
gehalten werden zu ungiinstigen Ergebnissen fithren. Aus diesem Grund wird
in [Kapitel 3]ein eigener Ansatz vorgestellt, bei dem die Arbeitslinien von Stahl
und Beton an einem Modellzugstab unter Einhaltung des Kréaftegleichgewichts
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und der Verformungskompatibilitdt modifiziert werden. Hierbei kann die Fa-
sertragwirkung leicht beriicksichtigt werden. Versuchsnachrechnungen von Zug-
stdben in Form von Kraft-Dehnungs-Beziehungen und Biegeversuchen in Form
von Momenten-Kriimmungs-Beziehungen zeigen, dass das neue Modell in der
Lage ist die Zugversteifung wirklichkeitsgetreu zu beschreiben. Es zeigt sich,
dass fiir rundum bewehrte Querschnitte und insbesondere fiir Kreis- und Ring-
querschnitte noch Forschungsbedarf besteht. Denn {iber die Beurteilung der
Sekundérrisskraft und der bremsenden Wirkung der auerhalb der effektiven
Betonflache befindlichen Bewehrung beziiglich des Aufreifiens des Querschnitts
gibt es bisher nur wenige Analysen. Dringender Forschungsbedarf besteht in
der Untersuchung der mittleren Rissabstédnde faserbewehrter Zugstédbe mit und
ohne Stabstahlbewehrung zur Umrechnung von Spannungs-Riss6ffnungs- in
Spannungs-Dehnungs-Beziehungen. Hier sind in aktuellen Verdffentlichungen
nur sehr grobe Werte bzw. Anséitze verfiigbar.

Jede Verformungsberechnung am Bauteil greift auf Querschnittsberechnungen
zuriick. In werden einfache mechanische Kenngrofien, wie zum Bei-
spiel der Schwerpunkt oder das Tréagheitsmoment genutzt, um den Satz von
Green zur Flachenintegration vorzustellen. Mit dieser Methode kann die Be-
rechnung des Flicheninhaltes eines Gebietes allein durch die Beschreibung der
Umrandung erfolgen. Weiter wird gezeigt, wie diese elegante Vorgehensweise
auch zur numerischen Spannungsintegration herangezogen werden kann. Die
Auswirkungen von Kriechen und Schwinden auf die kinematischen Kenngro-
Ben des Querschnitts werden hier ebenfalls diskutiert. Zunédchst werden zwei
bekannte Modelle, ndmlich das Modell von Trost und die Methode effektiver
Steifigkeiten vorgestellt. Das Modell von Trost ist fiir die allgemeine nichtlineare
Berechnung leider nicht anwendbar, da es linear elastisches Materialverhalten
voraussetzt. Mit dem Ansatz effektiver Steifigkeiten kénnen die Auswirkungen
von Kriechen auf die Verformungen von biegebeanspruchten Bauteilen schnell
und einfach nachvollziehbar ermittelt werden. Das Verfahren ist zur zeitab-
héngigen Berechnung von Stiitzen jedoch nur bedingt brauchbar, da die Ver-
formungen durch den Ansatz effektiver Steifigkeiten stets zu grofi errechnet
werden. Deswegen wurde im Zuge dieser Arbeit ein Modell zur Berticksichti-
gung zeitlicher Effekte auf Basis von Zeitschritten entwickelt. Der durch die
Einwirkung erzeugte Dehnungszustand (charakterisierende Dehnungen) wird
hierbei in einen plastischen, kriechfdhigen und spannungswirksamen Anteil auf-
gespaltet und nach jedem Zeitschritt gespeichert. Diese Vorgehensweise hat
den groflen Vorteil, dass die kinematischen Zustandsgrofien, Spannungen und
Steifigkeiten zu jedem Zeitpunkt realitdtsnah quantifizierbar sind. Die teilwei-
se Spannungsrelaxation bewehrter Querschnitte wihrend des Kriechens wird
hierbei automatisch erfasst.

Der Aufbau und die Berechnung von Stabwerken mit dem WeggréBenverfah-
ren wird in erldutert. Hierbei wird gezeigt, wie sich die Zeitschritt-
methode in die Systemberechnung einbinden ldsst. Versuchsnachrechnungen
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am Ende dieses Kapitels bestitigen die Eignung der Zeitschrittmethode fiir
nichtlineare Berechnungen. Bisher wurde in den Algorithmus der Zeitschritt-
methode keine Last- und Baugeschichte implementiert. Durch Erweiterung der
Programmabldufe zur Beriicksichtigung einer umfangreichen Last- und Bau-
geschichte ergeben sich zahlreiche zusdtzliche Anwendungsmoglichkeiten. Hier
koénnte das Verfahren zur Berechnung von Verformungen und Spannkraftverlus-
ten beim Freivorbau- oder Taktschiebeverfahren vorgespannter Betonsegmente
im Briickenbau eingesetzt werden. Ebenso konnten mit diesem Verfahren Be-
rechnungen an nachtraglich ergianzten Bauteilen durchgefithrt werden.

In der Ingenieurpraxis werden neben leistungsstarken, nichtlinearen Berech-
nungsalgorithmen auch einfache Berechnungsmodelle gebraucht. Diese sollten
nach Moglichkeit auch ohne Computer anwendbar sein und vor allem schnell
und mit wenig Rechenschritten zu guten Ergebnissen fithren. Solche Modelle
finden bei der Bemessung und der Vorbemessung Verwendung. Sie werden auch
héufig benutzt, um die Ergebnisse nichtlinearer Berechnungen zu beurteilen.
Besonders letzteres fithrt sehr oft zu Verwirrungen, da sich nicht selten grofie
Unterschiede zwischen nichtlinearer und vereinfachter Bemessung ergeben.

Das befasst sich mit der Problematik der Stiitzenbemessung. Zu-
néchst erfolgt eine Einfiihrung in die komplexe Thematik der nichtlinearen
Bemessung und géngiger Sicherheitsformate. Anschliefend werden die in den
aktuellen Normungen angefithrten Bemessungsverfahren fiir druckbeanspruch-
te Bauteile (Nennkriimmungs- und Nennsteifigkeitsverfahren) beschrieben und
hergeleitet. Eine breit gefacherte Parameterstudie mit variierenden Betongiiten,
Bewehrungsgraden, Vorspannungen, Lastausmitten und Schlankheiten bietet
die Grundlage zum Vergleich und der Beurteilung unterschiedlicher Berech-
nungsansitze und Bemessungsverfahren. Zuséatzlich kénnen die Einfliisse der
variierten Parameter auf die Traglast quantifiziert werden. Die nichtlinearen
Berechnungen wurden unter Beriicksichtigung des Kriechens sowohl mit der
Methode effektiver Steifigkeiten als auch mit der Zeitschrittmethode durchge-
fiihrt. Die Berechnungen mit Zeitschritten erfolgten hierbei mit einer im Zuge
dieser Arbeit in MATLAB® programmierten Berechnungsroutine.

Die Ergebnisse der Zeitschrittmethode zeigen, dass die Tragfahigkeit durch das
Kriechen um bis zu 20 % reduziert wird, wobei der Kriecheinfluss mit steigender
Schlankheit zunimmt. Mit anwachsender Lastausmitte nimmt der Traglastver-
lust durch das Kriechen ab, da der zeitliche Verformungszuwachs gerissener
Bauteile hauptséchlich durch das Kriechen der Druckzone bestimmt wird. Er-
staunlich ist, dass die Traglast von Stiitzen durch das Schwinden um bis zu
50 % abnimmt. Dies tritt besonders bei erhohten Lastausmitten, niedrigen
Bewehrungsgraden und groflen Schlankheiten auf. Hier reichen die durch das
Schwinden hervorgerufenen Eigenzugspannungen aus, um die Rissbildung und
damit auch die Steifigkeitsabnahme signifikant zu beschleunigen.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die Parameterstudie zeigt, dass die mit der Methode effektiver Steifigkeiten
berechneten Traglasten um bis zu 30 % geringer sind, als jene die mit der
Zeitschrittmethode ermittelt wurden. Die Abweichungen nehmen hierbei mit
ansteigender Schlankheit zu.

Der Vergleich der vereinfachten Bemessungsverfahren (Nennkriimmungs- und
Nennsteifigkeitsverfahren) mit der nichtlinearen Bemessungen zeigt, dass die
einfachen Methoden im fiir das Bauwesen relevanten Anwendungsbereich durch-
aus brauchbare Ergebnisse erzielen. Es ist erkennbar, dass das Nennkrimmungs-
verfahren mit abnehmender Lastexzentrizitdt und zunehmender Schlankheit ei-
ne zunehmende Sicherheit liefert. Dies begriindet sich in den Annahmen und
Vereinfachungen des Verfahrens. Im Schlankheitsbereich von A =40 bis A = 100
und méaBiger Lastausmitte sind beim Nennkriimmungsverfahren im Vergleich zu
den Ergebnissen einer allgemeinen nichtlinearen Bemessung leichte Defizite zu
erkennen. Das Nennsteifigkeitsverfahren zeigt vor allem bei steigender Schlank-
heit hochbewehrter Stiitzen leichte Unterbemessungen. Die Beriicksichtigung
des Kriechens zeigt hierbei keine signifikante Verschlechterung der vereinfach-
ten Bemessungsverfahren. Wird neben Kriechen auch das Schwinden in den
Vergleich miteinbezogen, konnen die Bemessungstraglasten der vereinfachten
Verfahren bis zu 50 % auf der unsicheren Seite liegen. Das Verhalten kann vor
allem bei schwach bewehrten Stiitzen mit grofien Schlankheiten (A > 160) und
Lastausmitten in der Gréflenordnung der halben Querschnittshéhe beobachtet
werden.

Die festgestellten Defizite sind in den meisten Féllen auf die Forderung des
30 %-igen Mindestsicherheitsabstandes der Bemessungsnormalkraft zum Stabi-
litatsversagen bei der nichtlinearen Bemessung nach der ON-EN1992-1-1|(2011])
zuriickzufithren. Diese Beurteilung kann mit den vereinfachten Bemessungsver-
fahren des Eurocode 2 (ON-EN1992-1-1] (2011))) nicht erfolgen. Bei der Bewer-
tung der Ergebnisse sollten nicht nur die vereinfachten Bemessungsverfahren,
sondern auch die Ansdtze und Forderungen bei nichtlinearen Berechnungen
kritisch hinterfragt werden. Das in der [ON-EN1992-1-1| (2011) geforderte Si-
cherheitsniveau von 30 % zum Stabilitdtsversagen gibt keinerlei Auskunft tiber
die tatséchliche Versagenswahrscheinlichkeit, die nur mit probabilistischen Ver-
fahren bestimmt werden kann. Hier besteht noch Forschungsbedarf.

Mit den Ergebnissen der Parameterstudie kénnen auch Mafinahmen zur Stei-
gerung der Tragfihigkeit beziffert werden. Unter Beibehaltung der Schlankheit
kann die Erhéhung der Betongiite, die Vergrofierung des Bewehrungsgrades,
zusétzliche Vorspannung oder eine Kombination aller Mafinahmen zielfithrend
sein. Im werden diese Moglichkeiten diskutiert. Besonders interessant
erscheint die Mafinahme der Vorspannung zur Erhéhung der Tragfihigkeit. Fer-
tigteilstiitzen werden fiir die Belastungszustinde wéihrend des Transports und
der Montage in der Regel vorgespannt. Diese Vorspannung wird aber kaum

206



zur Erhohung der Tragfihigkeit angerechnet. Es kann gezeigt werden, dass die
Traglasten von Stiitzen durch das Vorspannen gesteigert werden konnen.

In einer Bemessung sollten der Spannkraftverlust und die Vorverformung in-
folge Vorspannung jedoch keinesfalls aufler Acht gelassen werden. In eigenen
Versuchen wurde festgestellt, dass betrichtliche Vorspannkraftverluste (bis ca.
30 %), vor allem in Kombination mit Warmebehandlungen, auftreten konnen.
Zusétzlich konnen kleine Abweichungen der Spannglieder von der Soll-Lage bei
Stiitzen mit kleinen Querschnittshéhen und grofien Schlankheiten zu beachtli-
chen Vorverformungen fiihren.

Den Abschluss der Arbeit bilden eigene Versuche. Der beinhaltet
die Dokumentation, Auswertung und Nachrechnung von Versuchen an 15 Pro-
bekorpern mit einer Schlankheit von A =29 und 27 Stiitzen mit Schlankheiten
zwischen A = 90 und A = 180. Alle Probekérper wurden aus UHPC herge-
stellt. Die Prifungen an den Versuchskorpern mit der Schlankheit A = 29 er-
folgten mit unterschiedlichen Lastausmitten. Die Kenntnis der Bruchmomente
zu unterschiedlichen Drucknormalkraftniveaus erlaubt den Riickschluss auf die
Bauteilfestigkeit des Betons. Von den 27 schlanken Stiitzen wurden 19 Probe-
korper mit gleicher Lastausmitte gepriift. Die Lastexzentrizitit betrug 90 % der
Kernweite der kleineren Querschnittsabmessung und war {iber die Stiitzenldnge
konstant. Hierbei wurden drei unterschiedliche Schlankheiten (A = 100, A = 150
und A = 180) mit jeweils drei unterschiedlichen Vorspannkréften (N, = 0 kN,
N, =400 kN und N, = 800 kN) gepriift. Anhand dieser Versuche lésst sich der
in theoretisch abgeleitete positive Einfluss der Vorspannung auf die
Tragfahigkeit schlanker Stiitzen bestétigen. In einer weiteren Serie wurde das
Tragverhalten von vorgespannten Stiitzen mit einer Schlankheit von A = 150
bei kleinen Lastausmitten gepriift. Die Lastexzentrizitdten waren hierbei so-
wohl {iber die Stiitzenldnge konstant, als auch verdnderlich. Diese Versuche
geben Aufschluss tiber die Sensibilitdt schlanker, planméfig zentrisch bean-
spruchter Stiitzen gegeniiber kleinen Abweichungen der Lastausmitte. Weiter
wurden zwei Stiitzen mit einer Schlankheit von A = 90 und unterschiedlicher
Vorspannung (N, = 0 kN und N, = 800 kN) unter Dauerbeanspruchung gepriift.
Anschlieend wurde die Kurzzeit-Tragfahigkeit bestimmt. Durch die Priifung
zusétzlicher Referenzprobekorper ohne Dauerbeanspruchung kann der Einfluss
zeitlicher Belastung auf die Tragfahigkeit abgeleitet werden. Alle Versuche wur-
den mit den im Zuge dieser Arbeit gewonnen Erkenntnissen und abgeleiteten
Modellen (Zugversteifungsmodell, Zeitschrittmethode) nachgerechnet. Die gu-
te Ubereinstimmung der Versuchsergebnisse mit den Nachrechnungen bestétigt
die Eignung der aufgestellten Modelle fiir die nichtlineare Berechnung von Be-
tondruckstédben.
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A Versuchsdokumentation

Die Versuche wurden im Rahmen des FFG-Bridge-Projekts ,,Druckglieder aus
UHPC - Proj.-Nr.: B1-824905“ mit dem Kooperationspartner SW Umwelttech-
nik durchgefithrt. Die Priifungen hatten das Ziel, das einachsige Tragverhal-
ten hochschlanker Stiitzen zu untersuchen. Das Hauptaugenmerk lag hierbei
an der Bestimmung des Einflusses der Vorspannkraft auf die Tragfihigkeit
schlanker UHPC-Stiitzen. Auch die Auswirkungen unterschiedlicher Lastex-
zentrizitdten wurden analysiert, wobei diese stets kleiner als die Kernweite des
Querschnitts waren. Weiter erfolgte die Untersuchung des Verhaltens bei Dau-
erbeanspruchung an zwei Stiitzen bei gleicher Lastanordnung, wobei ein Pro-
bekorper vorgespannt war. Ergénzend wurde die Bauteiltragfdhigkeit an Priif-
korpern sehr niedriger Schlankheit (A = 29) bei variierender Lastexzentrizitét
bestimmt. Um mit einer geringen Anzahl an Priifkdrpern ein Maximum an un-
eingeschréankt vergleichbaren Ergebnissen zu erzielen, wurden alle Versuchskor-
per mit gleichen Querschnittsabmessungen, gleicher Festbetoneigenschaft und
identer Bewehrungsausfiihrung hergestellt. Die Zieldruckfestigkeit am wéarme-
behandelten Beton an einem Wiirfel mit 100 mm Seitenlinge wurde in Ab-
stimmung mit dem Kooperationspartner SW-Umwelttechnik mit 185 N/mm?
festgelegt. Zum Einsatz kamen 2 Vol.-% Stahlfasern mit einer Faserschlankheit
von lg/@r = 12.7/0.16 mm = 79.4. Jeder Probekdrper war symmetrisch mit acht
0.5" Litzen (ps = 4.0 %) der Giite St1570/1770 bewehrt. Im Falle optionaler
Vorspannung wurde diese zentrisch aufgebracht. Die Herstellung der Probe-
korper erfolgte in einem Fertigteilwerk in Lienz/Tirol. Unter Einbeziehung des
Lochabstands der Spannankerplatten ergab sich die kleinste herstellbare Quer-
schnittshohe zu hqg = 100 mm. Durch die Priifrahmenhéhe war somit auch
gleichzeitig die groBtmogliche priifbare Schlankheit von A\ = 180 festgelegt. Um
den ungewollten Einfluss der Biegung um die starke Achse zu minimieren, wur-
de die Breite hqg des Querschnitts mit 200 mm doppelt so grofl wie die Hohe
ausgefiihrt. Durch die vierfache Biegesteifigkeit im Zustand I in Querrichtung
wird das Tragverhalten der Priifkorper eindeutig durch die schwache Achse
bestimmt. Die Abbildungen und zeigen die Prifkorpergeometrie.
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A.1 Versuchsprogramm

Insgesamt konnten in drei Serien insgesamt 42 Versuchskorper mit Schlankhei-
ten zwischen A = 29 und X = 180 gepriift werden. Als Ubersicht dient die
Die Lagerung der Kopf und FuBpunkte wurde bei allen Versuchskérpern
gelenkig ausgefiihrt. Der Versuchsaufbau im Priifstand kann der

entnommen werden.

Die Beschreibung der Materialwiderstdnde bei unterschiedlichen Belastungs-
kombinationen M und N mit untergeordnetem Einfluss der Verformungen auf
die Schnittgréflen wurde an 15 Prifkérpern mit einer Schlankheit von A = 29
gepriift (Serie 1 — Nullversuche). Drei der 15 Priifkérper waren hierbei unbe-
wehrt hergestellt. Sie wurden unter zentrischer Druckbelastung gepriift. Die
Nullversuche dienten der Ermittlung der Differenzen zwischen Material- und
Bauteilfestigkeiten. Hinweis: Die Probekorper mit der Schlankheit A = 29 tra-
gen anstelle der richtigen Beschriftung 1-S29x-yy (Beschriftungslogik, siehe

bildung A.7)) irrtiimlich die Bezeichnung 1-S26x-yy.

In der Serie 2 wurden 19 Stiitzen mit den Schlankheiten 100, 150 und 180 und
Vorspannkraften von 0 kN, 400 kN und 800 kN gepriift. Hauptaugenmerk wurde
bei dieser Priifserie auf den Einfluss der Vorspannkraft auf die Tragfahigkeit
in Abhéngigkeit der Schlankheit gelegt. Die geplante Lastausmitte in dieser
Serie war bei jedem Priifkorper iiber die gesamte Stiitzenldnge konstant und
bei allen Stiitzen gleich. Sie betrug 15 mm und entspricht 90 % der Kernweite
des Querschnitts.

Die letzte Priifserie (Serie 3) beinhaltet neben Traglastversuchen auch Kriech-
versuche. Die Priifkérper zur Untersuchung der Auswirkungen von Dauerbe-
anspruchung wiesen eine Schlankheit von A\ = 90 auf und waren mit 0 kN und
800 kN vorgespannt. Bei den Traglastversuchen wurden die Auswirkungen ei-
nerseits reduzierter, jedoch iiber die Stiitze konstanter, Lastexzentrizitdt und
andererseits iiber die Léange verdnderlicher Lastexzentrizitdt untersucht. Die
Probekorper wiesen alle eine Schlankheit von A = 150 bei 800 kN Vorspannung
auf.
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Tabelle A.1: Versuchsprogramm

Serie lsys® A Anzahl pr eob/eun Anm.4
- [mm] [-] [Stk] [kN] [mm] -
1 840 29 3¢ 0 0/0 TL-V
1 840 29 1 0 0/0 TL
1 840 29 2 0 3/3 TL
1 840 29 2 0 8/8 TL
1 840 29 2 0 13/13 TL
1 840 29 2 0 30/30 TL
1 840 29 2 0 50/50 TL
1 840 29 1 0 20/20 TL
2 2910 100 3 0 15/15 TL
2 2910 100 2 400 15/15 TL
2 2910 100 2 800 15/15 TL
2 4355 150 2 0 15/15 TL
2 4355 150 2 400 15/15 TL
2 4355 150 2 800 15/15 TL
2 5230 180 2 0 15/15 TL
2 5230 180 2 400 15/15 TL
2 5230 180 2 800 15/15 TL
3 2600 90 1 0 15/0 DL, TL
3 2600 90 1 800 15/0f DL, TL
3 2600 90 1 0 15/0 TL
3 2600 90 1 800 2/2 TL
3 4355 150 1 800 -6/-6 TL
3 4355 150 1 800 6/6 TL
3 4355 150 1 800 4/4 TL
3 4355 150 1 800 6/0 TL

2 lsys ... Sollwert der Systemlidnge (Abstand Lager - Lager)

b Np ... Sollwert der Vorspannkraft
€ob/€un ... Sollwert der Lastausmitte am Kopf bzw. Fufl

c

d TL ... Traglastversuch, DL ... Dauerlastversuch

e

unbewehrte Probekorper

f Lastausmitte im DL: 15/0, im TL: 2/0 (Sollwerte)
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Abbildung A.3: Aufbau des Priifstands

A.2 Herstellung der Probekorper

Die Versuchskorper wurden an drei Betonierterminen mit insgesamt vier Mi-
schen hergestellt. Alle vorgespannten Probekorper jeder Serie wurden an einem
Betoniertermin produziert. Die Fertigung der Stiitzen der Serie 1 und der nicht
vorgespannten Korper der Serie 2 erfolgte zeitgleich mit einer Mische. Um die
vorgespannten Stiitzen der Serie 2 herzustellen wurden zwei, fiir die Probekor-
per der Serie 3 eine Mische benétigt. Die Vorspannung erfolgte im Spannbett.
Hier standen zwei Spannbahnen mit jeweils 25 m nutzbarer Lange zur Ver-
fligung. Die Versuchskorper wurden nach deren Herstellung sieben Tage ver-
dunstungsgeschiitzt gelagert. Die optionale Vorspannkraft wurde nach sieben
Tagen auf die Probekorper aufgebracht. Anschliefend erfolgte eine dreitagige
Wiarmebehandlung mit Wasserdampf bei 90° C.
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1 1
0 : 0 L=\
——— b \)
1 k Em.VK = —0.495 %o - pomimem X ...........
\ \ Em,vKk = —0.9 %o
= -2 : = -2
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Abbildung A.4: Serie 2, Gemessener Dehnungsverlauf wahrend der Spannkraft-
iibertragung
0.25 1
0 e\
0.15 K
1 3
005 A \ E€m,VK = —1.0 %o
= em,vKk ~ 0 %o = -2 - =
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-4 —— Beton
-0.15 5 €m,Litzen — X
+|—— Litze 7—— Beton|-| [ — 5.6 %0
-0.25 -6
(a) N, = 0 kN (b) N, =800 kN

Abbildung A.5: Serie 3, Gemessener Dehnungsverlauf wihrend der Spannkraft-
iibertragung

Beim Ubertragen der Vorspannkraft wurden die Dehnungen der Litzen und
jeweils eines Probekérpers jeder Spannlinie gemessen. Die Aufzeichnung der
Spannstahldehnungen wurde an drei Randlitzen mit jeweils zwei DD1 Wegauf-
nehmer der Firma HBM (Hottinger Baldwin Messtechnik GmbH) gemessen.
Dadurch kann zusétzlich zur aufgebrachten Vorspannkraft auch auf die erzeug-
te Dehnungsebene riickgeschlossen werden. Die Dehnungen der Probekérper
wurden wie zuvor erwahnt fiir jede Spannlinie an einem Probekoérper ermittelt.
Hierfiir wurde ein DD1 Wegaufnehmer in der Schwerlinie der schwachen Ach-
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se positioniert. Die Messergebnisse sind den Abbildungen [A74] und [A76] zu
entnehmen. Vor der Warmebehandlung waren bei den Probekorpern der Serie 2
Stauchungen von —0.495 %o bei Np = 400 kN bzw. —0.9 % bei Np = 800 kN
und bei den Probekorpern der Serie 3 —1.0 %o bei Np = 800 kN vorhanden.

Weg des <— Spannbock
Serie  Np Spannbocks
800 kN ﬁ/— 16,14,12,10
SO (—x “\ °15°13°%11°%
A —
P — / S 0642
" = SRS

e Litzen mit DD1
< Wegaufnehmer

Abbildung A.6: Anordnung der Messtechnik

A.3 Materialkennwerte

A.3.1 Betonkennwerte

Mit begleitenden Materialpriiffungen wurden kontinuierlich der E-Modul, die
Zylinderdruck-, die Wiirfeldruck-, und die Biegezugfestigkeit bestimmt. Zur An-
wendung kamen Zylinder mit den Abmessungen h/d = 200/100 mm und Wiirfel
mit einer Kantenlinge von 100 mm. Die Priifungen erfolgten nach der [EN-
12390-1| (2012)), [EN-12390-3| (2012) bzw. EN-12390-13| (2012). Die Ermittlung
der Biegezugfestigkeiten erfolgte iiber 4-Punkt-Biegeversuche an 150/150/700 mm
Balken nach dem DBV-Merkblatt-Stahlfaserbeton (DBV/ (2001))). Die berech-
neten Mittelwerte aus jeweils drei Proben sind der zu entnehmen.
Die Zuordnung von Versuchskorper, Mischung und Festigkeitswerte kann iiber

die hergestellt werden.

1-S26b-1 2-S100-P400-1
| # - Serie } # - Serie
Schlankheit A Schlankheit A
'+—b ... bewehrt, u ... unbewehrt (Soll)-Vorspannkraft N,
—# - Probekorper —# - Probekorper
(a) Serie 1 (b) Serie 2 und 3

Abbildung A.7: Beschriftungslogik der Probekérper
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Tabelle A.2: Ergebnisse begleitender Materialpriifungen am Beton

Mische Alter* Druckfestigkeit  E-Modul Zugfestigkeit
fcm,cube fcm,cyl Ecm feq,Ib feq,HC fchd

(-] (d] < [N/mm”] >

M1 7 137.3 - - - - -
M1 19 176.5 - - - - -
M1 28 193.7 - - - - -
M1 28 - 198.5 52000 - - -
M1 55 - 198.9 51800 - - -
M1 69 - 193.5 50000 - - -
M1 61 - - - 14.6 149 6.3
M2 7 127.3 - - - - -
M2 19 176.0 - - - - -
M2 28 182.7 - - - - -
M2 69 - 180.3 49000 - - -
M2 179 - 177.1 50700 - - -
M2 175 - - - 12.7 105 5.3
M3 7 131.3 - - - - -
M3 14 183.5 - - - - -
M3 28 198.3 - - - - -
M3 8 - 168.9 49500 - -
M3 27 - 193.5 49500 - - -
M3 42 - 198.0 52100 - - -
M3 166 - 190.8 52000 - -
M3 48 - - - 14.7 141 6.3
M3 162 - - - 155 154 6.7
M4 7 134.8 - - - - -
M4 22 185.4 165.6 50200 - - -
M4 280 - 176.1 49600 - - -
M4 281 - - - 14.7 134 5.8

& alle Probekérper, élter als 7 Tage sind warmebehandelt
& dquiv. Biegezugfestigkeit im Verformungsbereich I (Gebrauchstauglichkeit)
P fquiv. Biegezugfestigkeit im Verformungsbereich II (Tragfihigkeit)

¢ rechnerische Faserwirksamkeit nach [Abschnitt 2.1.3]
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Tabelle A.3: Zuordnung der Probekorper zu den Mischungen

Probekorper® Herstellung Priifung Alter
Priifart® Mischung [d]
1S-26u-1 und 2 TL 06.06.2012 M3 11.07.2012 35
15-26u-3 TL 06.06.2012 M3 12.07.2012 36
1S-26b-1 TL 06.06.2012 M3 12.07.2012 36
1S-26b-2 TL 06.06.2012 M3 13.07.2012 37

15-26b-3 bis 7 TL 06.06.2012 M3 16.07.2012 40
1S-26b-8 bis 12 TL  06.06.2012 M3 17.07.2012 41

25-100-P0-1 TL 06.06.2012 M3 23.07.2012 47
2S-100-P0-2 TL 06.06.2012 M3 25.07.2012 49
25-100-P0-3 TL 06.06.2012 M3 25.07.2012 49

2S-100-P400-1 TL  24.05.2012 M1 26.07.2012 63
2S-100-P400-2 TL 24.05.2012 M1 26.07.2012 63
2S-100-P800-1 TL 24.05.2012 M1 27.07.2012 64
2S-100-P800-2 TL  24.05.2012 M1 27.07.2012 64

2S-150-P0-1 TL 06.06.2012 M3 31.07.2012 55
2S-150-P0-2 TL 06.06.2012 M3 01.08.2012 56
2S-150-P400-1 TL 24.05.2012 M1 01.08.2012 69
2S-150-P400-2 TL 24.05.2012 M1 02.08.2012 70
2S-150-P800-1 TL  24.05.2012 M1 02.08.2012 70
2S-150-P800-2 TL 24.05.2012 M1 03.08.2012 71

2S-180-P0-1 TL 06.06.2012 M3 20.11.2012 167
25-180-P0-2 TL 24.05.2012 M3 14.11.2012 161
25-180-P400-1 TL 24.05.2012 M2 15.11.2012 175
2S-180-P400-2 TL 24.05.2012 M2 16.11.2012 176
25-180-P800-1 TL 24.05.2012 M2 19.11.2012 179
2S-180-P800-2 TL 24.05.2012 M2 19.11.2012 179

35-90-P0-1 DL 28.11.2012 M4 20.12.2012 22
35-90-P0-1 TL 28.11.2012 M4 04.07.2013 218
35-90-P0-2 DL 28.11.2012 M4 20.12.2012 22
35-90-P0-2 TL 28.11.2012 M4 08.07.2013 222

3S-90-P800-1 TL 28.11.2012 M4 09.07.2013 223
3S-90-P800-2 TL  28.11.2012 M4 09.07.2013 223

3S-150-P800-1 TL 28.11.2012 M4 11.07.2013 225
3S-150-P800-2 TL  28.11.2012 M4 29.08.2013 274
3S-150-P800-3 TL 28.11.2012 M4 05.09.2013 281
3S-150-P800-4 TL 28.11.2012 M4 05.09.2013 281

a Beschriftungslogik nach
b TL ... Traglast, DL ... Dauerlast
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A.3.2 Kennwerte der Spannlitzen

Drei Proben der verbauten Litzen wurden bei der VOEST-ALPINE gepriift, die
Ergebnisse kénnen der und der entnommen werden.

Es ist erkennbar, dass die verwendeten Spannlitzen beziiglich der erforderlichen
Giite St1570/1770 eine grofie Uberfestigkeit aufweisen.

Tabelle A.4: Ergebnis der Spannstahlpriifung

A, E, Ry, Rpo1 Rpoo
[mm]? < [N/mm”] >

100 199600 1949 1693 1742

Kraft in kN

Dehnung in %

Abbildung A.8: Ergebnis der Spannstahlpriifung

A.4 Messkonzept

A.4.1 Priifkorpervermessung

Alle Prifkérper wurden vor der Versuchsdurchfithrung vermessen. Die Vermes-
sung des Regelquerschnitts erfolgte bei der Serie 1 an drei und bei der Serie 2
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und 3 an fiinf Stellen. Bei den schlanken Stiitzen (Serie 2 und 3) wurde in die-
sen fiinf Messepunkten auch die Imperfektion e; der Stabachse bestimmt. Somit
konnte jeder Versuchskorper so im Versuchsstand eingebaut werden, dass die
Imperfektion in Richtung der kiinftigen Biegelinie zeigt. Die Messergebnisse
sind den Tabellen [A5] bis [A.8l zu entnehmen.

Fortfithrende Nachrechnungen basieren auf der Annahme, dass die gemesse-
nen Vorverformungen nur aus einer exzentrisch liegenden Spannlitzen-Achse
resultieren. Unter der Voraussetzung konstanter Exzentrizitdt der Spannlitzen
entlang der Stabachse kann die Vorverformung in Stabmitte nach folgender
Gleichung bestimmt werden:

R(too) Lk

S (A1)

€i1/2 = €im =

Die Bestimmung der Kritmmung nach der Warmebehandlung (k(t.)) erfolgte
mit der Zeitschrittmethode nach [Unterabschnitt 4.6.3| fiir ¢ = 1.6 und e =
-0.4 %o. Der E-Modul wurde hierbei mit FE.,, = 45000 N/ mm?> angesetzt. Aus
der [Abbildung A.9| kann der Einfluss einer konstanten exzentrischen Spann-
gliedfithrung auf die Vorverformung in Abhéngigkeit der Schlankheit abgelesen
werden. Spannkraftverluste infolge Kriechen, Schwinden und Relaxation sind
hierbei beriicksichtigt. Der Riickschluss auf die mogliche vorhandene Exzentri-
zitét e, der Spannlitzen erfolgte durch Vergleich der rechnerischen und gemes-
senen Vorverformung in Stabmitte. Den Berechnungen wurden die Werte der

zu Grunde gelegt.

120 120
= 10.0 =z 10.0 7
Il Il /
8.0 8.0

£ £ Yar 4

. . P

H 6.0 X%Q“ : 6.0 -/ -
— }\4 —

= 40 4 E a0 / /

. PR . d
e N= — _ 100
S — pr s
s L 3
/
© 0 Z © 0
0 0.5 1.0 1.5 2.0 0 0.5 1.0 1.5 2.0
ep [mm] ep [mm]
(a) Np,son =400 kN (b) Npson =800 kN

Abbildung A.9: Auswirkung der Exzentrizitit der Spannbewehrung auf die Im-
perfektion
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Tabelle A.5: Vermessung der Probekérper der Serie 1

Probekorper

Hohe h des QSP

[mm]

Breite b des QSP

[mm]

15-26u-1
15-26u-2
15-26u-3

nicht gemessen
199,5/199,5/199,5
201,5/201,5/201,0

nicht gemessen
99,4/99,4/99,5
99,5/99,5/99,6

1S-26b-1
15-26b-2
15-26b-3
1S-26b-4
15-26b-5
15-26b-6
1S-26b-7
15-26b-8
15-26b-9
15-26b-10
15-26b-11
15-26b-12

201,0/201,5/201,0
201,0/201,0/201,5
200,0,/200,0/199,5
200,0,/200,0,/200,5
202,0/201,5,/201,0
201,5/201,5/201,0
200,0,/200,5/201,0
203,0/202,0,/202,5
198,5/199,5/199,0
200,5,/201,0/200,5
200,0,/200,0,/200,5
200,0,/201,0/200,5

99,4/99,7/100,0
101,7/101,2/101,1
101,5/101,6/101,9
101,1/100,6/100,7
100,2/100,2/100,4
100,5/100,4,/100,0
100,9/100,8/101,0
100,7/101,1/101,2
101,4/101,6/101,1
100,9/100,6/100,4
100,0/99,9/100,0
100,2/99,8/99,6

b Werte im obersten, mittleren und untersten Schnitt des Re-

gelbereichs

Tabelle A.6: Rechnerische Spannglied-Exzentrizitéten fir die Nachrechnung

VK ei‘il/l;- e;echn.

[mm] [mm]
2S-100-P400-1 0.2 vernachléssigbar
25-100-P800-2 1.0 0.7
2S-150-P400-2 0.6 vernachléssigbar®
25-180-P400-1 4.0 1.4
25-180-P400-2 4.0 1.4
25-180-P800-1 6.0 1.1
25-180-P800-2 9.0 1.6
3S-150-P800-1 9.0 2.5
35-150-P800-2 4.5 1.2
35-150-P800-3 3.0 0.8
35-150-P800-4 5.0 1.4

& Imperfektion nur in Stiitzenmitte vorhan-

den (siehe [Tabelle A.7)).
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A Versuchsdokumentation

Messkonzept der Serie 1

Bei der Priifung der Bauteilfestigkeiten wurden folgende Werte gemessen: die
Verformung w, in den Messebenen 0, lsys/2 und lgys, die Dehnung e (Druck-
rand), die Dehnung e, (Zugrand), die Kolbenkraft N, sowie der Kolbenweg
in z-Richtung (sieche . Die Dehnungen e, und e,y wurden mit
DD1 Wegaufnehmer gemessen. Hierbei wurde die Léngendnderung beziiglich
einer Referenzlinge von 100 mm aufgezeichnet. Die DD1 Wegaufnehmer wur-
den nicht bis zum Bruch am Prifkorper belassen, um keine Zerstoérung dieser
Messgeréate zu riskieren. Fiir die Messung der Verformung wurden induktive
Wegaufnehmer in Kombination mit einem Feder-Seil-System eingesetzt. Mit
Hilfe dieser Messkonfiguration ist es moglich zu beliebigen Laststufen die Ver-
formung ws zu ermitteln. In Kombination mit den gemessenen Dehnungen kann
auch die Biegesteifigkeit bei jeder Laststufe bestimmt werden. Zudem ist auch
der Riickschluss auf die tatsdchlich vorhandene Exzentrizitdt mdoglich.

Messebenen:

®

z =gyt Wy

@

1 .
Z = §lsys- Wz Eccs Ect

T
[y g g

z2=0: wy

9]

PCE=—  WA-50 mit Tauchanker [ DD1

Abbildung A.10: Messaufbau Serie 1
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Messkonzept der Serie 2 und 3 - Traglastversuche

Bei der Priifung der schlanken Stiitzen wurden im Gegensatz zur Serie 1 sie-
ben Messebenen betrachtet. Sie teilen die Versuchskorper in sechs gleiche Ab-
schnitte. In jeder Messebene erfolgte eine Messung der Verformung w, und
der Dehnungen e, und e... Die Indices ,cc bzw. ,ct* stehen fiir den Druck-
rand bzw. Zugrand. Die Dehnungen wurden mit DD1 Wegaufnehmern mit ei-
ner Basisldnge von 100 mm gemessen. Verformungen wurden mittels induk-
tiver Wegaufnehmer aufgezeichnet. Zuséatzlich wurden die Pressenkraft, der
Kolbenweg in z-Richtung, als auch die Krimmung am Stiitzenful gemessen.
Die Messkonfiguration ist in der [Abbildung A.11| abgebildet. Mit Hilfe der
sieben Messebenen kann die Biegelinie zu jeder Laststufe angegeben werden.
Weiter ist es moglich durch die Messung der Dehnungen die Kriimmungen
Kk = (€ct —€cc) [hqs anzugeben. Unter Berticksichtigung des vorherrschenden
Biegemomentes M = N - (e1 + ¢; + wy) und der Kriimmung x kann bei Bedarf
zu jeder Laststufe die Biegesteifigkeit ET = M /x bestimmt werden. Die in aus
den Versuchen abgeleiteten Kriimmungen sind in dieser Versuchsdokumentati-
on nicht abgebildet.

N Messebenen:
Vo=l
_ 5 .
® z = Elsys-
e
Wgy Eccy Ect
4 .
® z= Elsys-
S
Wy Eccy Ect

1 .
@z = §lsys'
S — |
Wy, Eccy Ect

2 .
® z= glsys.
= Wg, Eccy Ect

1 .
@ z = glsys-
K
Wgy Eccy Ect

V4
®z=0:
wil?? HZ

WA-50,100 bzw. 200
mit Tastspitze

e — [DDI

Abbildung A.11: Messaufbau Serie 2 und 3
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Messkonzept der Serie 3 - Dauerlastversuche

In der Serie 3 wurden zwei Stiitzen unter Dauerbeanspruchung gepriift, wobei
die Versuchskorper 105 Tage mit einer ausmittigen Kraft von 290 kN belastet
wurden. Hierbei wurden die Pressenkraft, die Kriimmungen der Stirnfléchen,
die Dehnungen e.4 und €. in Stiitzenmitte als auch die Verformungen w, in
den Viertelpunkten gemessen (siehe. Die Verformungsmessung
erfolgte mittels induktiver Wegaufnehmer, die Dehnungsaufzeichnung mittels
DD1 Wegaufnehmer (Basislinge: 100 mm).

N Messebenen:
¢1= ® 2z = lgys:

—4"{’]-'7 K

1 .
® z= leys-

g
&
o
Q
e
™
qQ
o+

A-1
e [ pp1

mit Tastspitze

Abbildung A.12: Messautbau Serie 3, Dauerlastversuch
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A.5 Grundlagen der Nachrechnung

A.5 Grundlagen der Nachrechnung

Die Nachrechnungen erfolgten mit Stab2dNL (Pfeiffer| (2004)) und dem im
Zuge dieser Arbeit programmierten Algorithmus (siehe Kapitelund. Beide
Programme sind in der Lage sowohl die materielle als auch die geometrische
Nichtlinearitit bei der Berechnung zu erfassen. Mit der MATLAB®-Routine
koénnen zeitabhéngige Effekte zusétzlich durch Zeitschritte realitdtsnah erfasst
werden.

A.5.1 Aus den begleitenden Materialpriifungen abgeleitete
Arbeitslinien fiir die Berechnung

Fiir die Nachrechnung der Versuche wurden die zu den Versuchskoérpern zu-
gehorigen Kennwerte der Druckfestigkeit und des E-Moduls nach der
verwendet. Die Ableitung der rechnerischen Druckarbeitslinie erfolgte
hierbei tiber den Ansatz von [Ma (2010) (vgl. [Unterabschnitt 2.1.1)). Der Nach-
bruchbereich wurde auf Grundlage begleitender Materialpriifungen wie in der
[Abbildung A.14a] dargestellt festgelegt.

Fiir alle Versuchsnachrechnungen wurde die gleiche Zugarbeitslinie verwendet.
Im ersten Schritt wurde die Spannungs-Riss6ffnungs-Beziehung des Faserbetons
nach dem mechanischen Modell von |[Leutbecher| (2007)) (vgl.
bestimmt. Dieser Verlauf wurde fiir weitergehende Berechnungen stark ver-
einfacht, indem die Entfestigungskurve linear mit einer Maximalspannung von
7.2 N/mm? bei der Rissbreite w = 0 mm und der keiner iibertragbaren Zugspan-
nung bei w = l¢/4 = 12.7/4 = 3.175 mm angesetzt wurde (siehe [Abbildung A.13).
Aufbauend auf dem vereinfachten Spannungs-Riss6ffnungs-Verlauf des Faser-
betons erfolgte die Umrechnung in die Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir die
bewehrten Versuchskorper mit dem in vorgestellten Zugverstei-
fungsmodell (Abbildung A.14b|). Die wichtigsten Parameter zur Bestimmung
der Zugarbeitslinie konnen der [Tabelle A.9] entnommen werden.

Tabelle A.9: Angesetzte Kennwerte zur Bestimmung der Zugarbeitslinie

Kennwerte fiir Modell nach [Leutbecher| (2007), [Abschnitt 2.1.3

Eem = 52000 N/mm® B¢ = 200000 N/mm®  fem = 5.0 N/mm”

Gy =60 N/m 7t =10 N/mm® lg/@¢ = 12.7/0.16 mm
N =0.45 g=1.0

Kennwerte fiir Zugversteifungsmodell nach |Abschnitt 3.4

v=10% Leys=5.0m Srm = 26.0 mm
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Den Nachrechnungen ist die Stahlarbeitslinie nach den Ergebnissen der Mate-

rialpriifung (Abbildung A.8) zu Grunde gelegt. Zur Berticksichtigung der Zug-
versteifung wurde zusétzlich zur Betonarbeitslinie auch die Stahlarbeitslinie

auf Zug modifiziert (siehe [Abbildung A.15]).

8 8
i nach Leutbecher
— 6 \ — 6 Q&\
NE \ NE Néaherung
g g
~ ~
Z.4 Z. 4
B B
€2 €2
x nz{ieutbecher \
Néherung
0Ll——o — 0
0O 1 2 3 4 5 6 7 0 01 02 03 04 05
w [mm] w [mm]
(a) Gesamter Bereich (b) Detail

Abbildung A.13: Spannungs-Riss6ffnungs-Beziehung fiir die Nachrechnung

1.0 8
| -
5 55
= 0.6 z
é E 4
<04 Nihorune <3
& N\l!§ ‘ dherung B
. 2
0.2 Lo
begleitende ~
Matgrialprlijfung \ 1
0 1 i 0
0 2 4 6 8 10 12 0 5 10 15 20 25
5/5c1 3 [%0]
(a) Druck (normierte Darstellung) (b) Zug

Abbildung A.14: Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Betons fiir die Nachrech-
nung
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A.5 Grundlagen der Nachrechnung

-2000 —— 1000 -
/./// ]'l"
-1 600 'V'l:l(',k er
— / . 750 St‘ah;
NE i NE
é 1200 é 500 AL mod.
é’ ,%, AL mod. Npei = 261 kN
& -800 / a Nypoft = 0ikN,
© g
2
-400 50
0 0
0 -10 -20 -30 -40 -50 0 1 2 3 4
& [%d] & %o
(a) Druck (b) Zug (Zwei Vorspannzustinde)

Abbildung A.15: Spannungs-Dehnungs-Beziehung des Spannstahls fir die
Nachrechnung

A.5.2 Spannkraftverluste infolge Kriechen, Schwinden und
Relaxation

Nach dem Ubertragen der Vorspannkrifte im Alter von sieben Tagen wurden
die Versuchskorper drei Tage bei 90° C unter Wasserdampf warmebehandelt.
Fiir Normalbeton wird die durch die erh6hte Warme beschleunigte Hydratati-
on iiber eine Reifefunktion erfasst (siehe ON-EN1992-1-1] (2011))). Sie gilt im
Bereich von 0° C bis 80° C. Fiir UHPC und Warmebehandlung von 90° C ist
noch keine derartige Funktion vorhanden. Nachdem der Beton nach der Tem-
peraturbehandlung seine Endfestigkeit erreicht, wird angenommen, dass auch
das Kriechen infolge Vorspannung durch die Warmebehandlung vollstéandig ab-
geschlossen ist. Die Endkriechzahl nach dem Ansatz von Mal (2010) betrégt
¢ = 1.6. hier wurden die in der angegebenen Parameter ange-
setzt. Die zu Eigenspannungen fithrende Schwindzahl wurde mit gy, = —0.4 %o
festgelegt.

Spannlitzen neigen unter erhéhter Temperatur zu hoherer Relaxation. Die Be-
riicksichtigung dieses Effektes erfolgt {iber die Modifikation der Belastungsdau-
er der Spannlitzen nach[Gleichung 2.64/und dem Ansatz zur genaueren Methode
zur Berechnung von Spannkraftverlusten aus Relaxation nach dem Anhang D
aus (ON-EN1992-1-1] (2011]).
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Tabelle A.10: Ansatzwerte zur Bestimmung der Kriechzahl nach |[Ma/ (2010) zur
Berechnung der Spannkraftverluste

to=74d fom =180 N/mm® kg = 66.67 mm
w/z=0.2 RH =0.6 B(Vatatrix) = 1.84
orm =111  B(f.)=1.25 B(to) = 0.63
B(t.to) = 1.0

> =162

Die Auswirkungen von Kriechen, Schwinden und Relaxation auf die Vorspann-
kraft wurden in MATLAB® mit der in[Unterabschnitt 4.6.3 beschriebenen Zeit-
schrittmethode bestimmt. Hierbei wurde der Schwindverlauf affin zum Kriech-
verlauf angesetzt. Bei den Probekérpern mit der Sollvorspannkraft N, gon =
800 kN (effektiv gemessen: Ny s = 768 kN) sind nach Abzug der Verluste
aus Kriechen, Schwinden und Realaxation nur mehr Ny vk = 540 kN vorhan-
den. Das entspricht einem Verlust von 29.7 %. Bei der Vorspannkraft Np son =
Np.ist =400 kN sind im Probekérper nur mehr N, vk = 261 kN Vorspannkraft,
entsprechend einem Verlust von 34.8 %, vorhanden. Zur Gegentiberstellung der
Daten sind die Tabellen [A-TT] und [A712] beigefiigt.

Tabelle A.11: Berechnete Vorspannkréfte fiir die Versuchsnachrechnung

VK Np,soll N[EO)a Np,ist(o)b EC(O) ANPC NP,VKd
[kN] [kN] [kN] [%0] [kN] [kN]

P800 800 912 768 -0.9¢ 228 540
P400 400 480 400 -0.495 139 261

a NF(,O) ... Spannkraft im Spannbett.

b N, (0) ... Spannkraft unmittelbar nach dem Ablassen.

¢ Spannkraftverlust durch Kriechen, Schwinden und Relaxation

d Np vk ... Einfluss des Priifalters auf die Vorspannkraft wird ver-
nachlassigt.

¢ Naherungsweise fiir Serie 2 und Serie 3 gleich angesetzt.

Tabelle A.12: Anteile am Spannkraftverlust

Verluste aus Gesamt-
VK  Kriechen Schwinden Relaxation  verlust
(%] [%] (%] (%]
P800 21.1 7.3 1.3 29.7
P400 20.3 14.0 0.5 34.8
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A.6 Versuchsergebnisse, Vergleich mit Nachrechnungen

A.6 Versuchsergebnisse, Vergleich mit
Nachrechnungen

A.6.1 Serie 1 - Nullversuche

Tabelle A.13: Versuchsergebnisse der Serie 1

VK 60,solla 6O,istb e;° |Nmin| Wz, m My
1-S26 [mm] [kN] [mm] [kNm]
-ul 0 0.0 - 3454.7 0.01 0.0
-u2 0 0.0 - 3566.0 0.00 0.0
-u3 0 0.0 - 3523.2  0.05 0.2
-bl 0 0.5 - 3965.3¢ 0.40 3.6
-b2 3 2.0 - 3780.1 1.23 12.2
-b3 3 2.0 - 3523.2  2.05 14.3
-b4 8 6.5 - 2823.5 3.09 27.1
-b5 8 5.5 - 2892.5 3.29 25.4
-b6 13 9.0 - 2659.2  3.05 32.0
-b7 13 9.0 - 2559.4  2.85 30.3
-b8 30 24.0 - 1624.5 3.75 45.1
-b9 30 24.0 - 1619.4 3.87 45.1
-b10 50 46.5 - 791.5 6.64 42.1
-b11 50 46.0 - 816.5 7.11 43.4
-b12 20 15.0 - 21679 4.50 42.3

& eg soll Soll-Ausmitte der Last (eg = konst.)

b €0,ist Ist-Ausmitte der Last (rechnerisch, Annahme: ey =
konst.)

¢ Imperfektion e; wurde nicht gemessen

d Erreichen der Maximaldruckkraft des Priifzylinders

Die Probekorper der Serie 1 wiesen eine Schlankheit von A = 29 auf. Die Be-
zeichnung lautet 1S-26u-x und 1S-26b-x. Der Index ,,u steht fiir unbewehrt, der
Index ,b* fiir bewehrt. Es wurden drei vollig unbewehrte und zwdlf bewehrte

Versuchskorper gepriift (siehe Versuchsprogramm - [Tabelle A.1f). Die gesamte
Serie 1 wurde an einem Betoniertermin mit einer Mische (M3) hergestellt und

hatte bei der Priifung ein Alter von 35 bis 41 Tagen (siehe [Tabelle A.3). Den
Berechnungen aller Versuchskoérper wurden die gleichen Materialeigenschaften
zu Grunde gelegt: fo, = 198 N/mrn2 und Eep, = 52100 N/me. Die Zugarbeits-
linie des Betons und die Arbeitslinie des Spannstahls wurde wie im vorigen Un-
terabschnitt beschrieben festgelegt. Die im Zuge der Versuchsauswertung und
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Nachrechnung bestimmten Lastausmitten sowie die Darstellung der Versuchs-
kurven kénnen den Abbildungen [A716] bis [A:22] entnommen werden. Hier sind
jeweils drei Kurven zu erkennen. Die hellgraue Kurve zeigt jeweils die originalen
Messwerte und die schwarze, strichlierte Kurve das Rechenergebnis. Die Verfor-
mungen wurden iiber ein mit einem induktiven Wegaufnehmer mit Tauchanker
verbundenen Seil gemessen (siehe . Die Seilmessung neigte zu
unstetiger Wegmessung, daher wurden die originalen Kraft-Weg-Verldufe zur
besseren Vergleichbarkeit mit der Nachrechnungskurve horizontal verschoben
(schwarze Kurven). Anhand der Steigungen der Kurven kann auf die tatséchlich
vorhandene Lastausmitte riickgeschlossen werden. Der Versuchskérper 1526b-1
konnte nicht bis zum Bruchbelastet werden, da vorher die Druckkapazitit des

Priifzylinders erreicht wurde. Die zeigt die wesentlichen Ergebnis-
se der Serie 1 in numerischer Form.

5.0

4.0 Ve Laemm T

0
0 02 04 06 08 1.0

Wem= W2 m [Mm]

—— Versuchskurve versetzte Versuchskurve =---- Nachrechnung

Abbildung A.16: VK 1S5-26b-1, Sollausmitte 0 mm, eg js¢ = 0.5 mm
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[N| [MN]

N]

[N M

4.0 4.0

3.0 3.0
2.0 / 2.20 /
/ = (
,I
1.0 % 1.0Fs

0
0 0.5 1 1.5 2.0 0 0.5 1 1.5 2.0

~ A~

Wg,m= W2,m [mm] Wy m= W2 m [mm]
(a) VK 1S-26b-2 eq,ist = 2.0 mm (b) VK 1S-26b-3 e ist = 2.0 mm
—— Versuchskurve versetzte Versuchskurve =----: Nachrechnung

Abbildung A.17: Versuche mit 3 mm Sollausmitte der Last

3.0 3.0 /«\—
o NS
1.0%/ 51.0 /'

0
0 1.0 20 3.0 4.0 0 1.0 20 3.0 4.0

A A

Wem= W2 ;m [Mm)] Wem= W2 ;m [Mm]
(a) VK 15-26b-4 €0t = 6.5 mm (b) VK 18-26b-5 eqst = 5.5 mm
—— Versuchskurve versetzte Versuchskurve =---- Nachrechnung

Abbildung A.18: Versuche mit 8 mm Sollausmitte der Last
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4.0 4.0

3.0 3.0

\
)
|

oo 2.0 o
i
/ 4

10 10
g A
o 0

[N [MN]
IN| [

0 1.0 2.0 3.0 4.0 0 1.0 2.0 3.0 4.0
Wgm= Wz m [Mm] Wy m= W2 ;m [Mm]
(a) VK 1S-26b-6 eg,ist = 9.0 mm (b) VK 1S-26b-7 eq,ist = 9.. mm
—— Versuchskurve versetzte Versuchskurve =----: Nachrechnung

Abbildung A.19: Versuche mit 13 mm Sollausmitte der Last

25
2.0 /
% 15 /
= 10 /
os|
4

0 10 20 30 40 50

A

Wem= W2 m [Mm)]

Versuchskurve

versetzte Versuchskurve =---- Nachrechnung

Abbildung A.20: VK 1S-26b-12, Sollausmitte 20 mm, eg is; = 15.0 mm
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N]

=

IN| [

|N| [MN]

2.0 2.0

15 2 15

1.0 / .10 b

05 05 /

0 0
0 2.0 4.0 6.0 8.0 0 2.0 4.0 6.0 8.0

A~ A

Wgm= Wa m [Mm] Wy m= W2y, [Mm]
(a) VK 1S-26b-8 eq,ist = 24.0 mm (b) VK 18-26b-9 eq,ist = 24.0 mm
—— Versuchskurve versetzte Versuchskurve =----: Nachrechnung

Abbildung A.21: Versuche mit 30 mm Sollausmitte der Last

1.0 1.0

0.8 =5 tas 0.8 7’\
22N \
0.6 * 0.6 %
7/

/, AN
0.4 /S /

0.4 7

0.2 / 0.2 //

0 0
0 20 40 6.0 80 10 0 20 40 6.0 80 100

|N| [MN]

Wy m= W2 m [Mm] Wy m= W2y, [Mm]
(a) VK 18-26b-10 €g is¢ = 46.6 mm (b) VK 18-26b-11 e is¢ = 46.0 mm
—— Versuchskurve versetzte Versuchskurve =---- Nachrechnung

Abbildung A.22: Versuche mit 50 mm Sollausmitte der Last
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Bestimmung der Bauteilfestigkeit

-4000 130
MW (fem) 110
-3800 —
Z
— (NS 90
% 3600 =
Z - A 70
aus Regression
-3400 50
-3200 30
0 87 88
M [kNm)]

(a) M-N-Darstellung

min bei 89.5 - fem

89 90 I

% von fem

(b) Verlauf Fehlerquadrate

92

Abbildung A.23: Bauteilfestigkeit - Regression der unbewehrten Versuche
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i

92

94 96 98
% von fem

(b) Verlauf Fehlerquadrate

100

Abbildung A.24: Bauteilfestigkeit - Regression der bewehrten Versuche

In der Regel sind die Priiffestigkeiten am Zylinder bzw. am Wiirfel begleitender
Materialpriiffungen hoéher als am Bauteil bzw. am Bauwerk. Die Bestimmung
des vorhandenen Verhéltnisses von Bauteilfestigkeit zu Priiffestigkeit erfolgte
durch Regressionsrechnung. Es wurden N-M-Interaktionskurven fiir reduzierte
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Festigkeiten im Bereich von 0.9 bis 1.0- f.,,, entwickelt, wobei die Zugfestigkeiten
konstant gehalten wurden. Die Schrittweite der Abstufung betrug 1 %. Fiir jede
N-M-Interaktionskurve und jede im Versuch erreichte Traglast wurde das zu-
gehorige Bruchmoment mit dem theoretischen Wert der Interaktionskurve ver-
glichen. Die Differenz der Momente wurden quadriert, iiber alle Versuchskorper
aufsummiert und anschlieflend die Quadratwurzel gezogen. Bei den unbewehr-
ten, zentrisch beanspruchten Versuchskérpern wurden nur die Differenzen der
Normalkréfte in die Regressionsrechnung einbezogen. Durch Zuweisung der be-
tragsméafigen Abweichungen zu den angesetzten Druckfestigkeiten entsteht ein
Verlauf der Fehlerquadrate. Die am besten zu den Versuchsergebnissen pas-
sende rechnerische Druckfestigkeit ist jene, bei der das Fehlerquadrat minimal
wird. Dieser liegt bei den unbewehrten Probekorpern bei ca. 90 % und bei den
bewehrten Probekorpern bei ca. 94 % (siehe Abbildungen und .

Bestimmung des Duktilitatsindex 110

Der Duktilitdtsindex I1g ist ein Mafl zum Vergleich und der Beurteilung der
Duktilitdt von Bauteilen (siehe Foster und Attard|(1995)). Bei ideal-elastischem,
ideal-sprodem Verhalten nimmt der Index den Wert I;9 = 1 und bei ideal-
elastischem, ideal-plastischem Verhalten Iy = 10 an. Zur Bestimmung wird der
Normalkraft die geleistete Arbeit gegeniibergestellt (IN-§-Darstellung). Sie ist
wie folgt definiert:

l
W:/0.5-[N~5m(z)+M-f<;(z)] dz (A.2)
l

- f 0.5 [em(2) + (e1(2) + ei(2) + we(2))] dz

0
§
Ect — € Ect — €
mit: g, = T und: k=
2 hQS
AoaB
I = (A.3)
AoEF

Der Duktilitdtsindex wird nach der obigen Gleichung bestimmt. Hierfiir sind

die Flichen OAB und OEF unter der N-(-Kurve wie in der

dargestellt zu ermitteln.

Im Zuge der Versuchsauswertung wird nur der Querschnitt in Stabmitte zur
Auswertung herangezogen. Im Falle der Serie 1 kann der Duktilitdtskennwert
nicht direkt aus den Versuchen abgeleitet werden. Er wird daher mit einem
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Néherungsansatz rechnerisch ermittelt. Hierfiir wird die Verformung im Nach-
bruchbereich iiber den Ansatz wy = 1/c- & - [2 ermittelt. Der
Faktor 1/c beschreibt die Kriimmungsverteilung entlang des Bauteils. Er wird
fir die Maximallast aus den Versuchsdaten bestimmt und fir die gesamte Néa-
herungsberechnung konstant gehalten. Fiir jede eingeprigte Kraft N; wird die
Kriimmung x; solange variiert, bis das zur Krimmung zugehérige reaktive Mo-
ment (M-k-Beziehung) mit dem aktiven Moment (Mg = (eg + €; + wg) - N;) im
Gleichgewicht steht. Mit dem jeweils gefundenen Gleichgewichtszustand léasst
sich neben der Kriimmung auch die Dehnung ¢, und der zugehorige £-Wert
bestimmen. Der Duktilitadtsindex der Nullversuche liegt zwischen 4.4 und 8.0.
Mit steigender Lastausmitte wird das Tragverhalten zunehmend von der Zug-
bewehrung bestimmt. Deshalb sind mit ansteigenden Exzentrizitdten auch an-

steigende Duktilitdtskennzahlen zu verzeichnen (siehe [Tabelle A.14)).

Tabelle A.14: Rechnerisch ermittelte Duktilititskennzahlen I (Lastausmitte

ansteigend)

VK €0,ist I VK €0,ist I

[mm]  [-] [mm]  [-]
-b1 0.5 44 -b7 9.0 5.9
-b2 2.0 4.8 -b12 12.0 6.2
-b3 2.0 4.8 -b8 24.0 7.0
-b4 6.5 5.6 -b9 24.0 7.0
-bb 5.5 5.5 -b10 46.5 8.0
-b6 9.0 5.9 -b11 46.0 8.0
unbewehrter QS, zentrischer Druck: 4.4
bewehrter QS, zentrischer Druck: 7.0

5='5’§y &

0" B=g¢, F=

Abbildung A.25: Bestimmung des I19-Wertes
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A.6.2 Serie 2 - Traglastversuche an schlanken Stiitzen

Ziel der Serie 2 war die Bestimmung des Einflusses der Vorspannung auf die
Traglast. Um die Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten, wurden alle Versuchskorper
dieser Serie mit gleicher planméaBiger Lastausmitte ey = 15 mm gepriift. Die den
Versuchsnachrechnungen zu Grunde gelegten Materialkennwerte kénnen der
[Tabelle A7) in Kombination mit der [Tabelle A 3l entnommen werden. Bei Ver-
suchskorpern mit Vorverformungen wurden die in der angegebenen
Exzentrizitdten der Spannglieder beriicksichtigt. Die mit diesen Kennwerten
durchgefiihrten Nachrechnungen stimmen mit den Versuchen in vielen Fallen
gut iiberein (sieche Abbildungen bis [A.28). Die Abweichungen zwischen
den Nachrechnungen und den Versuchsergebnissen liegen zwischen —4,6 % und
+5,6 %. Alle wichtigen Versuchskorperdaten, Berechnungsansitze und Ergeb-
nisse sind in der zusammengestellt. Zusatzlich ist der ermittelte
Duktilitdtsindex (Beschreibung - siehe Seite eingetragen. Er liegt, un-
abhéngig von der Vorspannkraft, bei I;g ~ 9. Die gepriiften Stiitzen verhalten
sich also im Versuch sehr duktil.

Die zeigt zu einer Traglastkurve zugeordnete, fotografierte Ver-

formungszustdnde. Diese Abbildung untermauert die rechnerische Duktilitét.
Sie zeigt aber gleichzeitig auch auf, dass das Stabilitdtsversagen bei sehr klei-
nen, mit freiem Auge gerade erst erkennbaren Verformungszustanden eintritt.

In der [Abbildung A.30a] sind fiir jede gepriifte Vorspannkraft die rechneri-
schen Traglasten fiir die Lastausmitte ep = 15 mm = konst. in Abhédngigkeit
der Schlankheit eingetragen (schwarze, dunkelblaue und hellblaue Kurve). Zur
Erstellung der rechnerischen Verldufe wurden die gleichen Materialkennwerte
wie fiir die Versuchsnachrechnung verwendet. Zusétzlich ist die Eulerhyperbel
fiir linear elastisches Materialverhalten dargestellt (rote strichlierte Kurve). Es
ist hier zu erkennen, dass die Vorspannkraft erst ab einer Schlankheit von A ~ 50
einen positiven Einfluss auf die Tragfidhigkeit hat. Die rechnerischen Verlaufe
stimmen mit den in den Versuchen ermittelten Traglasten (Kreise) sehr gut
iiberein. Als Erweiterung zur [Abbildung A.30a] zeigt die [Abbildung A.30D| das
Steigerungspotential durch die Vorspannung, bezogen auf nicht vorgespannte
Stiitzen. Um die Sensibilitdt der Lastausmitte zu quantifizieren, ist das Stei-
gerungspotential als Band mit ep = 15 £ 5 mm = konst. dargestellt. Die theo-
retische Erkenntnis, ndmlich dass das Steigerungspotential der Traglast mit
grofler werdender Schlankheit anwéchst, kann im Versuch bestétigt werden.
Die nicht vorgespannten Stiitzen der Schlankheit A = 180 wiesen keine Vor-
verformungen auf, wiahrend diese bei den vorgespannten Stiitzen sehr grofle
Werte annahmen. Dadurch sind den Verhéltniswerten der Traglasten sehr un-
terschiedliche Lastausmitten zu Grunde gelegt. Aus diesem Grund ist das in
der |Abbildung A.30b|sichtbare Ergebnis bei der Schlankheit A = 180 nicht aus-
sagekréftig. Dennoch ist dieses im Versuch beobachtete Verhalten sehr wertvoll.
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Es zeigt ndmlich, dass die Einbaugenauigkeit der Vorspannung mit zunehmen-
der Schlankheit immer bedeutender wird bzw. dass bei sehr schlanken Stiitzen
die Zusatzexzentrizitdt durch Vorspannung nicht ohne weiteres vernachléssigt
werden darf.

2500 T . 50 . —
H e =15 mm e=15+5 mm i -
3 e ... konst. e ... konst. ®:
\ i 40 ;
2000 [N =
z 30

\Un15('111;1‘5_{])11111{1‘

Eulerhyperbel
\ “((/f =913 N/mm?)
00 N

n (kN

1500 20

10

agpunkt

Traglaste
=
o
o

0

Traglaststeigerung [%)]

N
00 40 80 120 160 200 -200 40 80 120 160 200
A A
(a) Absolute Darstellung (b) Traglaststeigerung

Rechenergebnisse (NL)

—— Npeg=0KN  —— Npog =261 kN  ——— N, o = 541 kN

Versuchsergebnisse

o P.g=0kN oe® P.g=261kN oe® P.g=541 kN

Abbildung A.30: Serie 2: Vergleich der theoretischen und tatséchlichen Trag-
laststeigerung durch Vorspannung

A.6.3 Serie 3 - Dauerlastversuche

Wiéhrend der Dauerlastversuche wurden die Priifkérper 104 Tage mit einer
mittleren Druckkraft von 283 kN (min |N| = 272 kN, max |N| = 292 kN) belas-
tet. Detaillierte Versuchsdaten sind der zu entnehmen. Insgesamt
bestétigt sich, dass UHPC nach der Wéarmebehandlung im Vergleich zu Nor-
malbeton ein ausgesprochen kleines Kriechverhalten aufweist. Ausgehend von
der Endkriechzahl ¢(oo,tp) = 0.4 fiir Belastungen nach der Warmebehandlung
ergibt sich fiir den Zeitraum des Versuchs (104 Tage) geméf des Ansatzes nach
(2010) (vgl. [Abschnitt 2.3)) eine Kriechzahl von ¢(t,t) = 0.23. Die Versu-
che wurden nichtlinear gemafl Theorie II. Ordnung nachgerechnet, wobei die
zeitlichen Phdnomene mit Hilfe der Zeitschrittmethode mit zehn Zeitschritten
erfasst wurden. Die Ergebnisse aus Versuch und Nachrechnung kénnen den
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Abbildungen [A-31] bis entnommen werden. Hier sind die Nachrechnungen
jeweils mit roten Linien eingetragen. Die rot-gestrichelte Kurve entspricht der
roten Kurve und wurde nur zu einem besseren Anfangswert bei Versuchsbeginn
verschoben. Hier kann gezeigt werden, dass die Zeitschrittmethode die realen
Vorgiange wihrend des Kriechens qualitativ und quantitativ sehr gut abbildet.
Die Versuchskoérper wurden unmittelbar nach dem Aufbringen der Vorspan-
nung einer Warmebehandlung unterzogen. Deshalb erfolgte die Nachrechnung
der Versuche mit der Annahme, dass die Kriechvorgéinge durch die Vorspan-
nung nach der Warmebehandlung nahezu abgeschlossen sind. Es sind also nur
die Zusatzdehnungen aus der &ufleren Last kriechfihig. Diese Annahme kann
durch den Vergleich der Randdehnungsverlédufe des nicht vorgespannten und
des mit 800 kN vorgespannten Probekérpers bestitigt werden (sieche
dung A.35). Hier sind, unabhéngig von der Hohe der Vorspannkraft, dhnliche
Dehnraten erkennbar.

Tabelle A.16: Serie 3, Eingangsgréfen und Ergebnisse der Dauerlastversuche

VK €0,s0ll €0, ist e; Npr  wam(to) wam(t)
35-90- [mm] [mm] [mm] [kN] [mm] [mm]
PO-1 15/0  16.0/5.0 - ~ 283 ~ 3.6 ~ 4.5
P800-1  15/0 16.0/85 -  x283 w42  x55

e}

(&)

N

Mittenverformung [mm]
w

2 ; : : = : :
: H H © : : : :
] — Versuch ‘ gl Versuch
—— Nachrechnung —— Nachrechnung
0 ; ; ; ; 0 . ; ; ; ;
0 25 50 75 100 125 0o 1 2 3 4 5 6
Zeit [d] Mittenverformung [mm]
(a) Verformung mit Versuchsdauer (b) Last-Verformungs-Kurve

Abbildung A.31: Serie 3, Dauerlastversuch an der nicht vorgespannten Stiitze
35-90-P0-1
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Versuch
—— Nachrechnung

0 25 50 75 100 125
Zeit [d]

Abbildung A.32: Zeitlicher Verlauf der Randdehnungen (3S-90-P0-1, bei z =
1/2)

(e}
w
o
o

v
Y
L g

()}

N

200 //
Z 150 /
=, /

100

Mittenverformung [mm]
w

2 : ; : : ﬁg /
o] — — Versuch . e 50 / —— Versuch
—— Nachrechnung —— Nachrechnung
0 - - - - 0 : : : :
0 25 50 75 100 125 0 1 2 3 4 5 6
Zeit [d] Mittenverformung [mm)]
(a) Verformung mit Versuchsdauer (b) Last-Verformungs-Kurve

Abbildung A.33: Serie 3, Dauerlastversuch der mit 800 kN vorgespannten Stiit-
ze 35-90-P800-1
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t) ] sct,m (t) [%0]

Abbildung A.34: Zeitlicher Verlauf der Randdehnungen (3S-90-P800-1, bei z =
1/2)
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S -0.6

Smakagl IV SMEWER Nyoff = 0 kN

-0.7 ——— Nper = 541 kN
-0.8
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Zeit [d]

Abbildung A.35: Vergleich des zeitlichen Randdehnungsverlaufs der Probekor-
per VK 3S-90-P0-1 und VK 3S-90-P800-1 (bei z =1/2)

A.6.4 Serie 3 - Erganzende Traglastversuche

Die Traglastversuche der Serie 3 sollten den Einfluss vorhergehender Dauer-
beanspruchung auf die Traglast, das Tragverhalten bei kleinen Lastausmitten
und das Tragverhalten bei iiber die Bauteilhohe verdnderlicher Lastausmitte
aufzeigen.
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1600 1600
1400 1400 [\t F800:2
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Mittenverformung [mm|] Mittenverformung [mm|]
(a) Np’son =0 kN (b) Np,son =800 kN

Abbildung A.36: Versuch und Nachrechnung: Serie 3, Schlankheit A =90

Der Probekorper 35-90-P0-1 (VK aus der Dauerbelastung) und die Referenz-
stiitze 3S-90-P90-2 wurden mit gleicher Lastausmitte wie bei der Dauerbe-
anspruchung gepriift. Wie die [Abbildung A.36a| zeigt, ist das Tragverhalten
beider Priifkérper nahezu ident. Aus diesem Grund wurden die Stiitzen 3S-90-
P800-1 und 3S-90-P800-2 mit einer anderen Lastkonfiguration als beim Dauer-
lastversuch gepriift. Die Lastausmitte beider Versuchskérper wurde mit eq o1 =
2 mm = konst. sehr klein gewéhlt. Die Prifkorper sollten der theoretischen Ver-
zweigungslast somit moglichst nahe kommen. Am Beispiel des Versuchskorpers
35-90-P800-1, siehe [Abbildung A.36b| ist dies sehr gut gelungen. Der Priifkor-
per 35-90-P800-2 erreicht eine Traglast, die oberhalb der theoretischen linear-
elastischen Knicklast liegt. Dies kann durch die Form der Biegelinie erklért
werden, die Anteile einer hoheren Eigenform enthélt (siche [Abbildung A.38al).
Ahnliches Verhalten zeigt auch der Probekérper 3S-150-P800-1, wenngleich
auch nicht so ausgeprigt wie die zuvor beschriebene Stiitze. Der Vergleich der
Biegelinien bei unterschiedlichen Laststufen zeigt, dass die Biegelinie der ersten
Eigenform &hnlicher ist als der Probekorper 3S-90-P800-2. Dadurch liegt die
iiberkritische Versagenslast auch naher an der theoretischen Knicklast (siehe
[Abbildung A.38b]).

Wie der Vergleich der Traglasten aus Versuch und Nachrechnung (siehe
belle A.17)) zeigt, kann insgesamt festgestellt werden, dass die numerische Be-
schreibung der Traglastkurve mit sinkender Lastausmitte immer schwerer wird.
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A Versuchsdokumentation

Kleine Abweichungen im zehntel-Millimeter-Bereich sind im Versuch schwer
iiberpriifbar und kénnen bei sehr kleinen Lastausmitten grofle Auswirkungen
haben.
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Abbildung A.37: Versuch und Nachrechnung - Serie 3, Schlankheit A = 150
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Abbildung A.38: Biegelinien der Probekérper 3S-90-P800-2 und 3S-150-P800-1
mit {iberkritischen Knicklasten
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A.6 Versuchsergebnisse, Vergleich mit Nachrechnungen
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